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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 
 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərərcəsi. Qeyri-xətti 
məxsusi qiymət məsələlərinin həllərinin bifurkasiyası nəzəriyyəsi 
qeyri-xətti analizin ən mühüm bölmələrindən biridir. Qeyri-xətti 
məxsusi qiymət məsələlərinin bifurkasiyasının tədqiqi mühüm tətbiqi 
əhəmiyyət kəsb edir, çünki bu tip məsələlər təbiətşünslığın bütün 
sahələrində meydana çıxır: məsələn, rəqslər nəzəriyyəsində, istilik 
konveksiyasında, hidrodinamikada, atom və kimya reaktor-larının 
kritik işləmə rejimi nəzəriyyəsində,  kritik yükləmələr 
nəzəriyyəsində.  Bu istiqamətdə geniş sinif qeyri-xətti məxsusi 
qiymət məsələləri üçün fundamental nəticələr əldə olunmuşdur.   

M.A. Krasnoselskinin1 və P.H. Rabinoviçin2 işlərində sıfırda 
və sonsuzluqda diferensiallanan tamam kəsilməz operatorlu qeyri-
xətti məxsusi qiymət məsələlərinin həllərinin lokal və qlobal 
bifurkasiyası nəzəriyyəsi hazırlanmışdır. Sonralar A.P.Mahmudov və 
Z.S.Əliyev 3  tərəfindən P.H.Rabinoviçin2 nəticələri sıfırda 
differensiallanmayan qeyri-xətti həyəcanlanmalara malik qeyri-xətti 
məxsusi qiymət məsələləri üçün inkişaf etdirilmişdir.   
 Şturm-Liuvill tənliyi üçün qeyri-xətti məxsusi qiymət 
məsələlərinin sıfırdan bifurkasiyasına əvvəlllər P.H.Rabinoviç2,  
H.Berestiçki 4  və B.P.Rinni 5  tərəfindən baxılmışdır. Bu müəllıflər 
isbat etmişlər ki, baxılan məsələlərin həlləri çoxluğunun 1CR× -də 

                                                           
1  Красносельский, М.А.Топологические методы в теории нелинейных 
интегральных уравнений/М.А.Красносельский.–Москва–Ленинград: Гостех-
издат, – 1956. – 392 с. 
2 Rabinowitz, P.H. Some global results for nonlinear eigenvalue problems// Journal 
of  Functional Analysis, – 1971. v.7,  №3, – p. 487–513 
3  Махмудов А.П., Алиев З.С. Некоторые глобальные результаты для 
нелинейных спектральных задач Штурма-Лиувилля четвертого порядка //– 
Москва:  Дифференциальные уравнения, –1993. т. 29, № 8, – с. 1330–1339. 
4  Berestycki, H. On some nonlinear Sturm-Liouville problems// Journal of 
Differential Equations, – 1977. v. 26,  № 3,  – p. 375–390 
5 Rynne, B.P. Bifurcation from zero or infinity in Sturm-Liouville problems which 
are not linearizable //  Journal of Mathematical Analysis and Applications,  – 1998. 
v. 228, № 1, – p. 141–156 
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adi osilyasiya xassələrinə malik və trivial həllər əyrisinin xətti 
məsələlərin məxsusi ədədlərini özündə saxlayan nöqtələrindən və 
parçalarından budaqlanan iki sinif qeyri-məhdud kontinuumları 
mövcuddur. Qeyri-xətti Şturm-Liuvill məsələlərinin həllərinin 
sonsuzluqdan bifurkasiyası P.H. Rabinoviç6 və B.P. Rinni5 tərəfindən 
öyrənilmişdir. Bu müəlliflər 1CR× -də baxılan məsələlərin həlləri 
çoxluğunun }{∞×R -un nöqtələrindən və parçalarından budaqlanan 
və onların ətrafında adi osilllyasiya xassələrinə malik qeyri-məhdud 
kontinuumlarının  varlığını göstərmişlər. 
 Dördüncü tərtib adi diferensial tənliklər üçün qeyri-xətti 
məxsusi qiymət məsələləri müxtəlif qoyuluşlarda bir çox işlərdə 
baxılmışdır. Bu işlərdən çoxu həllərin bifurkasiyasının müsbət və 
mənfi funksiyalar sinfində tədqiqinə  həsr olunmuşdur. Qeyd edək ki, 
dördüncü tərtib qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələlərində həllərin 
osilyasiya xassələri həllərin kontinuumları boyunca saxlanılmır. Ona 
görə də P.H. Rabinoviçin6 və H. Berstiçkinin yuxarıda qeyd olunan 
işlərindəki üsullarla qlobal kontinuumların    strukturlarını və özlərin 
aparmalarını tədqiq etmək mümkün olmurdu. Z.S.Əliyevin 7  bu 
yaxınlarda çap olunmuş işində tamam requlyar sərhəd şərtli 
dördüncü tərtib adi diferensial tənliklər üçün qeyri-xətii məxsusi 
qiymət məsələlərin həllərinin sıfırdan bifurkasiyası tam tədqiq 
olunmuşdur.  Bu işdə osillyasiya  xassələrin saxlanılması üçün Prüfer 
tipli çevirmədən istifadə olunaraq 3CR× -də uyğun xətti məsələnin 
məxsusi funksiyalarının və onların törəmələrinin osillyasiya 
xassələrinə malik olan funksiyalar sinifləri qurulmuş və həllər 
çoxluğunun bu siniflərdə yerləşən və trivial həllər əyrisinin 
nöqtələrindən və parçalarından budaqlanan qeyri-məhdud 
kontinuumlarının varlığı isbat edilmişdir.  

                                                           
6  Rabinowitz, P.H. On bifurcation from infinity//Journal of Differential 
Equations, – 1973. v.14, no. 3, – p. 462–475 
7  Алиев, З.С. О глобальной бифуркации решений некоторых нелинейных 
задач на собственные значения для обыкновенных дифференциальных 
уравнений четвертого порядка //– Москва: Математический сборник, – 2016. 
т. 207,  № 12, – с. 3–29 
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Yuxarıda şərh olunanlara əsasən dördüncü tərtib adi 
diferensial tənliklər üçün qeyri-xətii məxsusi qiymət məsələlərinin 
həllərinin sonsuzluqdan bifurkasiyası demək olar ki, tədqiq 
olunmamışdır. Odur ki, bu məsələlərin həllərinin asimptotik 
bifurkasiya nöqtələrinin strukturunun və bu nöqtələrdən budaqlanan 
kontinuumların strukturlarının və özlərini aparmalarının öyrənilməsi 
aktualdır.  

Tədqiqatın obyekti və predmeti. Banax və hilbert fəzalarında 
xəttiləşməyən qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələlərinin həllərinin 
qlobal bifurkasiyasının tədqiqi; tamam requlyar sərhəd şərtli 
dördüncü tərtib adi diferensial tənliklər üçün qeyri-xətti məxsusi 
qiymət məsələlərinin }{∞×R -dan budaqlanan kontinuumlarının 
özlərini aparmalarının tədqiqi.          

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Banax və hilbert 
fəzalarında qeyri-xətti xəttiləşməyən məxsusi qiymət məsələlərinin 
həllinin sonsuzluqdan qlobal bifurkasiyanın öyrənilməsi, tamam 
requlyar sərhəd şərtli dördüncü tərtib adi diferensial tənliklər üçün 
qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələlərinin }{∞×R -dan budaqlanan 
həllərinin kontinuumlarının özlərini aparmalarının öyrənilməsi.    

Tədqiqatın metodları. İşdə funksiyalar nəzəriyyəsi və 
funksional analiz, operatorlar nəzəriyyəsi, diferensial tənliklər 
nəzəriyyəsi, spektral analiz, diferensial operatorların spektral 
nəzəriyyəsi, topologiya, qeyri-xətti analiz və bifurkasiya nəzəriyyəsi 
metodlarından istifadə edilmişdir 

Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar. Aşağıdakı müddəalar 
müdafiəyə çıxarılır: 

– banax və hilbert fəzalarında xəttiləşməyən məxsusi qiymət 
məsələlərinin asimptotik bifurkasiya parçalarını müəyyənləşdirmək,  
həllərinin asimptotik bifurkasiya parçalarından budaqlanan qlobal 
kontinuumlarının özlərini aparmasını öyrənmək; 

– dördüncü tərtib tamam requlyar Şturm sistemi üçün 
xəttiləşən məxsusi qiymət məsələlərinin həllərinin sonsuzluqdan 
qlobal bifurkasiyasını öyrənmək və bu halda həllərin qlobal 
kontinuumlarının özlərini aparmasının bütün mümkün hallarını 
göstərmək; 
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– dördüncü tərtib adi diferensial tənliklər üçün qeyri-xətti 
məxsusi qiymət məsələlərinin müəyyən osillyasiya sinfinə görə 
bifurkasiya parçalarını müəyyənləşdirmək, həllərinin qlobal 
kontinuumlarının özlərini aparmalarını tədqiq etmək. 
 Elmi yeniliklər. Dissertasiya işində aşağıdakı elmi yeniliklər 
alınmışdır:  
 – banax və hilbert fəzalarında xəttiləşməyən qeyri-xətti 
məxsusi qiymət məsələlərinin asimptotik bifurkasiya nöqtələrinin 
strukturu öyrənilmiş, sonsuzluqdan budaqlanan qeyri-məhdud 
əlaqəlilik  komponentinin, özünü aparması tədqiq edilmişdir;  
          – tamam requlyar sərhəd şərtli dördüncü tərtib adi diferensial 
tənliklər üçün xəttiləşən məxsusi qiymət məsələlərinin həllərinin həm 
sonsuzluqdan, həm də sıfırdan və sonsuzluqdan budaqlanan 
kontinuumlarının özlərini aparmaları və strukturu öyrənilmişdir; 
           – tamam requlyar sərhəd şərtli dördüncü tərtib adi diferensial 
tənliklər üçün xəttiləşməyən məxsusi qiymət məsələlərinin asimptotik 
bifurkasiya nöqtələrinin strukturu öyrənilmiş, həllərinin asimptotik 
bifurkasiya parçalarından budaqlanan əlaqəlilik komponentlərinin 
özünü aparmaları və strukturu öyrənilmişdir. 
 İşin nəzəri və praktiki əhəmiyyəti. Dissertasiya işi nəzəri 
xarakter daşıyır. Alınan nəticələr diferensial tənliklər nəzəriyyəsinin 
müxtəlif məsələlərində, qeyri-xətti analiz, bifurkasiya nəzəriyyəsi, 
mexanika və fizikanın bir çox məsələlərinin öyrənilməsində istifadə 
oluna bilər. 

 Aprobasiya və tətbiqi. Dissertasiyanın əsas nəticələri Gəncə 
Dövlət Universitetinin “Riyazi analiz” kafedrasında (rəhbər dos. 
A.M. Hüseynov), Bakı Dövlət Universitetinin “Riyazi analiz” 
kafedrasında (rəhbər prof. S.S.Mirzəyev), AMEA Riyaziyyat və 
Mexanika İnstitutunun “Diferensial tənliklər” şöbəsinin seminarında 
(rəhbər prof. Ə.B.Əliyev) müzakirə edilmiş və eləcə də “Riyazi 
analiz, diferensial tənliklər və onların tətbiqi” beynəlxalq 
konfransında (MADEA-7, Bakı 2015), “Riyaziyyatın nəzəri və 
tətbiqi problemləri” Sumqayıt Dövlət Universitetinin 55 illiyinə həsr 
olunmuş beynəlxalq elmi konfransında (Sumqayıt, 2017), 
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Beynəlxalq (51-ci Ümumrusiya) gənclər məktəb konfrasında 
(Ekaterinburq, Rusiya 2020) məruzə edilmişdir. 

İddiaçının şəxsi töhvəsi tədqiqat obyektinin məqsədini 
hazırlanmasıdır. Bundan əlavə, alınan bütün nəticələr müəllifə aiddir. 

Nəşrlər. Azərbaycan Respublikasının Prezidenti yanında Ali 
Attestasiya Komissiyasının tövsiyə etdiyi jurnallarda çap edilən 
işlərin sayı – 5, konfrans materialı – 2, məruzələrin xülasəsi – 1. 

Dissertasoiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. 
Dissertasiya işi Gəncə Dövlət Universitetinin “Riyazi analiz” 
kafedrasında yerinə yetirilmişdir. 
 Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi 
qeyd olunmaqla dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi.  
 Dissertasiya işi giriş, üç fəsildən, nəticə (titul səhifəsi–405 
işarə, mündəricat – 2460 işarə, giriş – 48000 işarə, I fəsil -62000 
işarə, II fəsil–46000, III fəsil -44000, nəticə–1133 işarə) və 83 adda 
ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. Dissertasiya işinin ümumi həcmi–
203998 işarədir. 

 
DISSERTASİYANIN MƏZMUNU 

 
Dissertasiya işi girişdən, üç fəsildən, nəticə və 83 adda 

ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. 
  Girişdə tədqiqatın mövzusunun aktuallığı əsaslandırılır və 
işlənmə dərəcəsi göstərilir, tədqiqatın məqsədi və vəzifələri verilir, 
elmi yenilikləri gətirilur, tədqiqatın nəzəri və praktik əhəmiyyəti 
qeyd olunur və işin aprobasiyası haqqında məlumat verilir. 

I fəsildə Hilbert fəzasında sonsuzluqda diferensiallan-mayan 
həyəcanlanmalara malik  qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələlərinin 
sonsuzluqdan qlobal bifurkasiyası tədqiq olunur. Bu fəsildə 
M.A.Krasnoselskinin və P.H. Rabinoviçin yuxarıda qeyd olunan 
nəticələri sonsuzluqda diferensiallanmayan həyəcanlanmalara malik  
qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələləri məsələləri üçün inkişaf 
etdirilir.  Bu fəslin əsas nəticələri müəllifin [1, 2, 4] məqalələrində 
dərc edilmişdir.  
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1.1-də qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələlərinin bifurkasiya 
nəzəriyyəsindən zəruri olan nəticələr şərh edilir.   
 1.2-də xəttiləşməyən məxsusi qiymət məsələlərinin sıfırdan 
bifurkasiyası öyrənilir. 
  1.3-də xəttiləşməyən məxsusi qiymət məsələlərinin 
sonsuzluqdan qlobal bifurkasiyası tədqiq olunur. 

Tutaq ki,  −H norması ||||⋅  olan həqiqi hilbert fəzası,  
−→⊂ HHLDL )(: )(LD  təyin oblastı H -da hər yerdə sıx olan 

xətti, aşağıdan məhdud, öz-özünə qoşma, kompakt rezolventli  
operatordur. Qeyd edək ki, L operatorunun )(Lσ spektri diskretdir, 
hər bir məxsusi ədədi həqiqidir, izoləolunmuşdur, sonlu təkraralanma 
tərtibibnə malikdir və onlar sonsuz azalmayan ardıcıllıq əmələ 
gətirirlər.   

Aşağıdakı qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələsinə baxaq: 
),,(),( uGuFuLu λλλ ++=                             (1) 

burada HHRF →×:  və HHRG →×: operatorları  kəsilməzdirlər 
və aşağıdakı şərtləri ödəyirlər: elə 0>M ədədi var ki,  

 ||,||||),(|| uMuF ≤λ  R∈λ  и ;1|||| >u                     (2) 
hər bir məhdud R⊂Λ aralığı üçün Λ∈λ -lara nəzərən müntəzəm 
olaraq  

∞→|||| u     olduqda     ||)(||),( uouG =λ     olur.           (3) 
HR×  -da normanı aşağıdakı kimi təyin edək: 

 { } .||||||||),(|| 2
1

22 uu += λλ  
)(λrB ilə HR×  -də mərkəzi  )0,(λ   nöqtəsində və radiusu r olan, 

rB  ilə isə H  -da mərkəzi 0 -da və radiusu  r  olan açıq kürələri işarə 
edək.  

Əgər (1) məsələsinin  məsələnin  elə  HRu nnn ×⊂∞
=1)},{(λ    

həllər ardıcıllığı varsa ki, ∞→n  olduqda µλ →n   və  ∞→|||| nu  
olur, onda ),( ∞µ  nöqtəsinə (1) məsələsinin asimptotik bifurkasiya 
nöqtəsi və ya sonsuzluqdan bifurkasiya nöqtəsi deyilir. 
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 ∞B ilə asimptotik (1) məsələsinin asimptotik bifurkasiya 
nöqtələri çoxluğunu işarə edək.  
 Теоrem 1. Tutaq ki,  )(Lσµ∈  tək tərtiblidir, (2), (3) və  

MLdist 2}}{\)(,{ >µσµ                            (4) 
şərtləri ödənilir.   Onda  .}){( ∅≠∞×∞

µIB   

 Lemma 1.  Əgər ,),( ∞∈∞ Bλ  onda 
.)}(,{ MLdist <σλ  

 Nəticə 1. Əgər )(Lσµ∈  tək tərtiblidirsə və (4) şərti 
ödənilərsə, onda ,}){)\)((( 0, ∅=∞×∞

µµµ δ IIB  burada =)( 0,µµ δI
,[ 0,µδµ −−M ],0,µδµ ++ M  .2)2}}{\)(;{(0, MLdist −= µσµδ µ  

 Tutaq ki, ⊂ℑ HR×  (1) məsələsinin trivial olmayan həllər 
coxluğudur. ∗ℑµ   ilə ℑ -nın ∞∈∞ B),(λ }){( ∞×µI  bifurkasiya 

nöqtələrindən budaqlanan bütün  ∗ℑ λµ ,  əlaqəlilik komponentlərinin 

birləşməsini işarə edək. Qeyd edək ki, ∗ℑµ  çoxluğu ER×   -də əlaqəli 

olmaya bilər, lakin  =ℑµ
∗ℑµ }){( ∞×µI  çoxluğu  ER× -də 

əlaqəlidir. 
 Hər bir ERA ×⊂ çoxluğu üçün  )(APR  ilə A  -nın R -ə, 

)(APE  ilə A -nın E -yə proyeksiyasını işarə edək. 
 Teorem 1-ə əsasən  µℑ  çoxluğu }{∞×µI  parçasını özündə 
saxlayır və ER×  -də qeyri-məhduddur. Bundan başqa aşağıdakı 
qlobal bifurkasiya teoremi doğrudur. 
 Теоrem 2. Tutaq ki, )(Lσµ∈  tək tərtiblidir, (4) şərti 
ödənilir və  









→ 2

2

||||
,||||),(

u
uFuu λλ     və   








→ 2

2

||||
,||||),(

u
uGuu λλ

 
operatorları L -kompakdırlar. Bundan başqa, tutaq ki,  R⊂Λ  elə 
parçadır ki, )( 0,µµµ δII ⊂Λ⊂  və µC çoxluğu ER× -də }0{×µI  
parçasının elə  ətrafıdır ki, Λ⊂)( µCPR  və .0)}(,0{ >µCPdist E  
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Onda  ya (i) µµ C\ℑ  çoxluğu ER×  -də məhduddur, belə ki, bu 
halda }:)0,{()\( RC ∈ℑ λλµµ  ,∅≠  (ii) µµ C\ℑ  çoxluğu ER×  -
də qeyri-məhduddur, belə ki, bu halda əgər  )\( µµ CPR ℑ  çoxluğu R
-də məhdud olarsa, оnda µℑ  digər }{~ ∞×µI  parçasını özündə 
saxlayır, burada  ).(~ Lσµµ ∈≠  
 İndi tutaq ki, )(Lσµ∈  sadədir və )(LD∈ϑ  ona uyğun 
normallaşmış məxsusi elementdir. Onda aşağıdakı hökm doğrudur. 
 Teorem 3. µℑ  elə iki  +ℑµ  və −ℑµ  altkontinuumlarına ayrıla 
bilər ki və }{∞×µI  parçasının elə µµ CQ ⊂ ətrafı var ki, ),( uλ

µµµ Q)( ++ ℑℑ∈ və ),(),( ∞≠ µλ u  olduqda ),(),( wu += αϑλλ  
olur, burada )0(0 <> αα  və ∞→||α olduqda )1(|| oM +=− µλ  
və |)(|αow =  olur. 
 Bu paraqrafda həm də alınan nəticələrin ikinci tərtib adi 
diferensial tənliklər üçün qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələlərinə 
tətbiqi verilir. 
 II fəsildə tamam requlyar sərhəd şərtli dördüncü tərtib adi 
diferensial tənliklər üçün xəttiləşən məxsusi qiymət məsələlərinə 
baxılır.  Burada həllər çoxluğunun həm asimptotik bifurkasiya 
nöqtələrindən, həm də eyni zamanda sıfırdan və sonsuzluqdan 
budaqlanan və bu bifurkasiya nöqtələrinin ətrafında adi osillyasiya 
xassələrinə malik  iki sinif qeyri-məhdud kontinuumlarının varlığı 
göstərilir. Bu fəslin əsas nəticələri müəllifin  [5, 7, 8] işlərində  çap 
olunmuşdur.  
 2.1-də məsələnin qoyuluşu verilir və məsələ ilə bağlı bəzi 
tarixi qeydlər şərh edilir.  
 Aşağıdakı qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələsinə baxaq:  

 
),,0(),,,,,,(

)()()()(
lxyyyyxgy

yxryqypy
∈′′′′′′+=
=+′′−′′′′≡

λλτ


                (5) 

,0sin)0)((cos)0( =′′−′ αα ypy   0,=sin(0)cos(0) ββ Tyy +   (6а) 
0,=sin)()(cos)( γγ lyply ′′+′   ,0=sin)(cos)( δδ lTyly −       (6b) 
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burada R∈λ spektral parametrdir, ,)( yqypTy ′−′′′≡  ],,0[2 lCp∈
],,0[1 lCq∈ ],,0[, lCr ∈τ ,0)(,0)( ≥> xqxp ,0)( >xτ ],,0[ lx∈  

δγβα ,,, həqiqi sabitlərdir, belə ki, 2,0 πδβγα ==== və 
2πδβγα ====  halları istisna olmaqla δγβα ,,,0 ≤  2π≤

şərtini ödəyirlər. Qeyri-xətti g  həddi 5],0[ Rl ×  -də kəsilməzdir;  bu 
funksiya aşağıdakı şərtlərdən ya birincisini, ya da hər ikisini ödəyir: 
hər bir məhdud R⊂Λ  aralığı üçün ],0[ lx∈  və Λ∈λ -ya nəzərən 
müntəzəm olaraq 

∞→+++ |||||||| wvsu   olduqda 
( ),||||||||),,,,,( wvsuowvsuxg +++=λ                (7) 

0|||||||| →+++ wvsu   olduqda 
|)||||||(|),,,,,( wvsuowvsuxg +++=λ     olur.         (8) 

 Əgər g  qeyri-xətti həddi yalnız (8) şərtini ödəyərsə, onda 
sıfırdan bifurkasiyaya baxılır.  A.Ç.Lazer və P.J. Makkennan8,  R.Ma 
və B.Tompson 9 tərəfindən (5)-(6) məsələsi üçün P.H. Rabinoviçin2 
aldığı  nəticələrə oxşar nəticələr  ,0≡q 0,2 ==== δβπγα  və g  
həddi 0=y -da |)(|)( yoyg =  şəklində kiçiklik şərtini ödədikdə 
alınmışdır. Həmin şərtlər onlara osillyasiya xassələrinin saxlanılma-
sına imkan vermişdir. Z.S.Əliyev7 isə 0≡r  olduqda (5)-(6)   
məsələsinin  (8)   şərti   daxilində  qlobal bifurkasiyasını tam  tədqiq 
etmişdir. Bu məsələnin həllərinin bifurkasiyasının araşdırılması üçün 
o Prüfer tipli çevirmədən istifadə edərək (5)-(6) məsələsindən 0≡r  
və 0≡g olduqda alınan xətti məsələnin məxsusi funksiyalarının və 
onların törəmələrinin osillyasiya  xassələrinə  malik  iki  funksiyalar   

                                                           
8 Lazer, A.C., McKenna, P.J. Global bifurcation and a theorem of Tarantello // 
Journal of Mathematical Analysis and Applications, – 1994. v.181, no. 3, – p. 648–
655. 
9 Ma, R., Tompson, B. Nodal solutions for a nonlinear fourth order eigenvalue 
problem // Acta Mathematica Sinica, English Series, – 2008. v.24, no.1, – p. 27–
34. 
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sinifləri qurmuşdur. O həm də həllər çoxluğunun bu siniflərdə 
yerləşən iki qeyri-məhdud kontinuumlar ailəsinin varlığını 
göstərmişdir. 

Əgər yalnız (7) şərti ödənilərsə, onda sonsuzluqdan 
bifurkasiyaya baxılır. Şturm-Liuvill tənliyi üçün analoji məsələ   
P.H.Rabinoviç6 tərəfindən tədqiq edilmişdir. Qeyd edək ki, yalnız   
İ.Prjibiçin10 xüsusi sinif dördüncü tərtib adi diferensial tənliklər üçün 
qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələlərinin sonsuzluqdan bifurkasiyası 
üçün P.H.Rabinoviçin6 nəticələrinə oxşar nəticələr almışdır. Qeyd 
edək ki, onun işində g  qeyri-xətti həddi sonsuzluqda 

=),,,,( λϑsyxg  |)(| yo  şəklində kiçiklik şərtini  ödəyir.  
 Bu fəslin əsas məqsədi (5)-(6) məsələsinin aşağıdakı hallarda 
qlobal bifurkasiyasını öyrənməkdir: (i) yalnız (7) şərti ödənilir;      
(ii) (7) və (8) şərtləri eyni zamanda ödənilir.  
 2.2 -də bəzi köməkçi təkliflər verilir.  
 Tutaq ki, =E ..],0[3 CBlC  norması  

,|||||||||||||||||||| 3 ∞∞∞∞ ′′′+′′+′+= uuuuu |,)(|max||||
],0[

xuu
lx∈∞ =  

olan banax fəzasıdır. Z.S. Əliyev7 -də olduğu kimi hər bir Ν∈k  və 
hər bir  },{ −+∈ν  üçün ν

kS  ilə E -dən olan elə funksiyalar 
çoxluğunu işarə edək ki, bu funksiyalar (5)-(6) məsələsindən 0≡r  
və 0≡g olduqda alınan xətti məsələnin məxsusi funksiyalarının və 
onların törəmələrinin osillyasiya xassələrinə malik olsunlar.  
 Qeyd edək ki, Z.S.Əliyevin yuxarıda qeyd olunan işində 
göstərilmişdir ki, 





∈
∈=

.,.
),,0(,)(

CBy
lxyy λτ

                              (9) 

məsələsinin məxsusi ədədləri həqiqidirlər, sadədirlər və sonsuz artan 

                                                           
10 Przybycin J. Some applications of bifurcation theory to ordinary differential 
equations of the fourth order // Annales Polonici Mathematici, – 1991. v. 53, no. 2, 
– p. 153–160 
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∞
=1}{ kkλ  ardıcıllığını əmələ gətirirlər, burada ..CB  ilə (6) sərhəd 

şərtlərini ödəyən funksiyalar çoxluğu işarə olunmuşdur; hər bir  
Ν∈k üçün kλ  ədədinə uyğun )(xyk  məxsusi funksiyası kS  çox-

luğunda yerləşir ( )(xyk -in ),0( l -də düz 1−k  sayda sadə sıfırı var). 
 C  ilə (5)-(6) məsələsinin həlləri çoxluğunu işarə edək və 
tutaq ki,  .CD ⊂  Əgər elə Du nnn ⊂∞

=1)},{(λ  ardıcıllığı varsa ki, 
λλ →n və ∞→3|||| nu  (uyğun olaraq )0|||| 3→nu  olsun, onda 

deyirlər ki, CD ⊂  çoxluğu ),( ∞λ  (uyğun olaraq )),0,(λ  ,R∈λ  
nöqtəsini kəsir. Bundan başqa, əgər Du nnn ⊂∞

=1)},{(λ  ardıcıllığını 
elə seçmək olarsa ki, hər bir Ν∈n  üçün ν

kn Su ∈  olsun, onda 
deyirlər ki, CD ⊂  çoxluğu ),( ∞λ (uyğun olaraq ))0,(λ  nöqtəsini 

,ν
kSR× Ν∈k  и },,{ −+∈ν  çoxluğu üzrə kəsir (bu halda həm də 

deyirlər ki,  ),( ∞λ  (uyğun olaraq ))0,(λ  nöqtəsi (5)-(6) məsələsinin 
ν
kSR×  çoxluğu üzrə bifurkasiya nöqtəsidir). 

 Teorem 4. Tutaq ki, (8) şərti ödənilir. Onda hər bir  Ν∈k  
və hər bir },{ −+∈ν  üçün (5)-(6) məsələsinin həllərinin )0,( kλ  
nöqtəsini  özündə saxlayan elə ν

kℑ  kontinuumu var ki, bu kontinuum 
)}0,{()( kkSR λν ×  çoxluğunda yerləşir, ER× -də )0,( kλ  və 

),( ∞kλ  nöqtələrini kəsir. 
 2.3-də yalnız (7) şərti ödənildukdə (5)-(6) məsələsinin 
həllərinin asimptotik bifurkasiyası tədqiq olunur.  
 Bu fəslin əsas nəticələrindən biri aşağıdakı teoremdir. 
 Тeorem 5. Hər bir Ν∈k  və hər bir  },{ −+∈ν  üçün  C  
çoxluğunun ),( ∞kλ  nöqtəsini özündə saxlayan elə ν

kC  əlaqəli 
komponenti var ki,  bu komponent aıağıdakı xassələrə malikdir:       
(i) ),( ∞kλ  nöqtəsinin ER× -də elə kQ  ətrafı var ki, kQ

;)},{(\( νν λ kkk SRC ×⊂∞  (ii) ya hər hansı ),(),( νν kk ≠′′  üçün ν
kC  

kontinuumu ν ′
′kC  kontinuumunu ν ′

′× kSR  çoxluğu üzrə kəsir, ya hər 
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hansı R∈λ  üçün ν
kC kontinuumu )0,(λ  nöqtəsini kəsir, ya da 

)( ν
kR CP  çoxluğu R -də qeyri-məhduddur. 

 Qeyd 1. Teorem 5-də )},{()( ∞×⊂ kkk SRC λνν  münasibəti-
nin  ödənilməsi hökm olunmur. 
 Qeyd 2. Əgər hər bir R∈λ  üçün elə ),0( lx∈ nöqtəsi varsa 
ki, 0),0,0,0,0,( ≠λxg  olsun, onda teorem 5-in (ii) hökmü 
ödənilmir.  
 Əgər g  funksiyası üzərinə əlavə şərtlər qoysaq, onda (5)-(6) 
məsələsinin həllərinin strukturunu daha dərindən tədqiq etmək olar. 
 Nəticə 2. Tutaq ki, g  funksiyası 

=),,,,,( λϑ wsuxg  ++ swsuxguwsuxg ),,,,,(),,,,,( 21 λϑλϑ  
+ϑλϑ ),,,,,(3 wsuxg  ,),,,,,(4 wwsuxg λϑ  

şəklində göstərilə bilər, burada  321 ,, ggg  və 4g  funksiyaları 
)0,0,0,0(),,,( =wsu ϑ nöqtəsində kəsilməzdirlər. Onda kk QC \ν  

çoxluğunun elə altkontinuumu var ki, bu altkontinuum ν
kSR× -da 

yerləşir və bundan başqa, ya  ER ×  -də qeyri-məhduddur, ya da 
∈=ℜ )0,({ λ }R∈λ çoxluğunu kəsir. 

 Nəticə 3. Əgər g  nəticə 2-dəki kimidirsə, 
,0),0,0,0,0,( =λxg i ,4,3,2,1=i  və ν

kC  komponenti ℜ -i kəsirsə, 

onda ν
kC  və ℜ  çoxluqlarının kəsişmə nöqtəsi  )0,( kλ -dır. 

 2.4-də (5)-(6) məsələsinin sıfırdan və sonsuzluqdan 
bifurkasiyası eyni zamanda tədqiq olunur. Əgər (7) və (8) şərtləri 
eyni zamanda ödənilərsə, onda biz  teorem 4 və 5-in  hökmlərini 
aşağıdakı kimi gücləndirə bilərik. 
 Тeorem 6. Əgər (7) və (8) şərtləri ödənilirsə, onda  hər bir 

Ν∈k və hər bir },{ −+∈ν  üçün νν
kk SRC ×⊂  münasibəti doğrudur 

və teorem 5-in  (i) hökmü ödənilmir.  Bundan başqa,  əgər ν
kℑ   hər 

hansı R∈λ  üçün ),( ∞λ  nöqtəsini kəsirsə, onda .kλλ =  Analoji 
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olaraq,  ν
kC  hər hansı R∈λ üçün )0,(λ  nöqtəsini kəsirsə, onda 

.kλλ =   
Təbii sual meydana şıxır: ν

kℑ   və  ν
kC çoxluqları kəsişirlərmi? 

Bu paraqrafda uyğun misallarla göstərilir ki, bu çoxluqlar kəsişə də 
bilər, kəsişməyə də bilər.  

III fəsildə (5)-(6) məsələsinin sonsuzluqdan bifurkasiyası 
qeyri-xətti hədd sonsuzluqda differensiallanmayan olduqda tədqiq 
olunur. Bu fəslin əsas nəticələri müəllifin  [3, 5, 6] məqalələrində 
dərc edilmişdir.  3.1-də məsələnin qoyuluşu verilir və bəzi tarixi qeydlər şərh 
olunur. 
 Aşağıdakı 

),,0(),,,,,,()( lxyyyyxhyy ∈′′′′′′+= λλτ           (10) 
tənliyi və (6) sərhəd şərtləri ilə verilən qeyri-xətti məxsusi qiymət 
məsələsinə baxaq, burada tənliyin ),(xp )(xq  ),(xr  )(xτ  əmsalları 
və sərhəd şərtlərindəki δγβα ,,, sabitləri onlar üzərinə II fəsildə 
qoyulan şərtləri ödəyirlər. h  qeyri-xətti həddi gfh +=  şəklindədir, 
burada f  və g  funksiyaları 5],0[ Rl × -də kəsilməzdirlər, g  
funksiyası (7) şərtini,  f  funksiyası isə aşağıdakı şərti ödəyir: elə 

0>M  və kifayət qədər böyük  00 >c  ədədləri var ki,  
,,,,],,0[,|),,,,,(| RwsulxMywsuxf ∈∈≤ ϑλϑ  

                     .,|||||||| 0 Rcwvsu ∈≥+++ λ                           (11)  
Əgər  ∈gf , ),],0([ 5RlC ×  g  funksiyası (11) şərtini, f funksiyası 
isə  

,,,,],,0[,|),,,,,(| RwsulxMywsuxf ∈∈≤ ϑλϑ  
,,1|||||||| Rwvsu ∈≤+++ λ                     (12) 

 şərtini ödəyirsə, onda sıfırdan bifurkasiyaya baxacağıq.    
 Z.S. Əliyevin yuxarıda qeyd olunan işində 0≡r  halında (10), 
(6) məsələsinin (8) və (12) şərtləri  ödəndikdə həllərinin qlobal 
bifurkasiyası tədqiq olunmuşdur. Orada göstərilmişdir ki, bu 
məsələnin həllərinin ν

kSR× siniflərində yerləşən və trivial həllər 
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əyrisinin parçalarından budaqlanan iki sinif qeyri-məhdud 
kontinuumlar ailəsi mövcuddur.  

Əgər  (7) və (11)  şərtləri ödənilərsə, onda biz sonsuzluqdan 
bifurkasiyaya baxacağıq. Yada salaq ki, Şturm-Liuvill tənliyi üçün 
analoji məsələlərə əvvəllər J.Prjibiçin 11  işində və B.P.Rinninin 
yuxarıda qeyd olunan işində baxılmışdır. Baxılan məsələlər üçün bu 
müəlliflər göstərmişlər ki, bu məsələlərin həlləri çoxluğunun }{∞×R
-un parçalarından budaqlanan və bu parçaların ətrafında adi 
osillysiya xassələrinə malik qeyri-məhdud kontinuumları 
mövcuddur. 
 Bu fəslin əsas məqsədi (7) və (11) şərtləri ödəndikdə (10), (6) 
məsələsinin həllərinin sonsuzluqdan bifurkasiyasını tədqiq etməkdir.  
 3.2-də bəzi köməkçi hökmlər isbat edilir. (10), (6) 
məsələsinin həllərinin sonsuzluqdan bifurkasiyasını tədqiq etmək 
üçün 2

3|||| yyy →  çevirməsindən istifadə olunur. Qeyd edək ki, bu 
çevirmə sonsuzluqdan bifukasiya məsələsi olan (10), (6) məsələsini 
sıfırdan bifurkasiya məsələsinə keçirir. Lakin bu halda 

}||||||||:{ 0cyyyyEy ≥′′′+′′+′+∈  çoxluğu hər hansı kifayət 
qədər kiçik 00 >r  ədədi üçün }||||||||:{ 0ryyyyEy ≤′′′+′′+′+∈
şəklində olan çoxluğa inikas olunmur. Ona görə də, Z.S.Əliyevin7 
yuxarıda qeyd olunan işini  sıfırdan bifurkasiya məsələsinə tətbiq 
etmək mümkün olmur. Bu məsələnin həlli üçün aşağıdakı nəticə 
isbat olunur. 
 Lemma 2. Elə ∗f  və ∗g  kəsilməz funksiyaları var ki, 

∗∗ += gfh  və bu funksiyalar aşağıdakı şərtləri ödəyirlər:  

  
;0,],0[),,,,(
],,0[,|),,,,,(|

5 ≠×∈

∈≤∗

uRlwsu
lxMywsuxf

λϑ
λϑ

           (13) 

hər bir məhdud R⊂Λ  aralığı üçün ],0[ lx∈  və Λ∈λ -ya nəzərən 
müntəzəm olaraq 
                                                           
11  Przybycin, J. Bifurcation from infinity for the special class of nonlinear 
differential equations // Journal of Differential Equations, – 1986. v. 65, no 2, – p. 
235–239 
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∞→+++ |||||||| wvsu  olduqda 
( )||||||||0),,,,,( wvsuwvsuxg +++=∗ λ    olur.        (14) 

 Qeyd edək ki, əgər 0=λ  ədədi (9) məsələsinin məxsusi ədədi 
deyilsə, onda  qeyri-xətti  (10), (6) məsələsi aşağıdakı inteqral tənliyə 
gətirilir:  

∫∫ +′′′′′′+= ∗
ll

dttytytytytftxKdttyttxKxy
00

)),(),(),()(,(),()()(),()( λτλ

∫ ′′′′′′+ ∗
l

dttytytytytgtxK
0

.)),(),(),()(,(),( λ                    (15) 

Tutaq ki,  

∫ ′′′′′′= ∗∗
l

dttytytytytftxKxyF
0

.)),(),(),()(,(),())(,( λλ            (16) 

∫ ′′′′′′= ∗∗
l

dttytytytytgtxKxyG
0

.)),(),(),()(,(),())(,( λλ            (17) 

EERF →×∗ :  operatoru tamam kəsilməzdir, EERG →×∗ :  
operatoru kəsilməzdir və  hər bir məhdud R⊂Λ  aralığı üçün Λ∈λ
-ya nəzərən müntəzəm olaraq ∞→3|||| y  olduqda  

)||(||),( 3yoyG =∗ λ                                  (18) 
şərtini ödəyir.  Bundan başqa,  

,0)0,(,
||||

,||||),(: 2
3

2
3 =








→ ∗∗ λλλ H

y
yGyyH  

operatoru tamam kəsilməzdir.  
  (15)-(17) münasibətlərinə əsasən (10), (6) məsələsini 
aşağıdakı ekvivalent şəkildə yazmaq olar: 

).,(),( yGyFLyy λλλ ∗∗ ++=                              (19) 
 3.3-də (10), (6) məsələsinin həllərinin sonsuzluqdan 
bifurkasiyası tədqiq olunur. 
   (7) və (11) şərtləri ödənildikdə (10), (6) məsələsinin həllərinin

 sonsuzluqdan   bifurkasiyasını    tədqiq   etmək    üçün    aşağıdakı 
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approksimasiya olunmuş məsələyə baxaq: 









∈∈′′′′′′+

+
′′′′′′

+=

∗

∗

.,.),,0(),,,,,,(

||||
),||||,||||,||||,||||,()( 2

3

3333

CBylxyyyyxg

y
yyyyyyyyxfyy

λ

λ
λτ ε

εεεε


     (20)    

 
burada  ].,0( l∈ε  
 Lemma 3. Tutaq ki, 0>δ  kifayət qədər kiçik ədəddir. Onda 
hər bir Ν∈k üçün elə kifayət qədər böyük  0>∗

kR ədədi var ki, hər 
bir verilmiş )1,0(∈ε  üçün (20) məsələsinin ,,},{ νδλ kk SyIdist ∈>

},{ −+∈ν  və  ∗> kRy 3||||  şərtlərini ödəyən trivial olmayan ),( yλ  
həlli yoxdur. 
 Lemma 4. Hər bir verilmiş kifayət qədər kiçiki 0>ε  ədədi 
üçün уelə kifayət qədər böyük 0>ερ  ədədi var ki, bütün  Λ∈λ  və  

,Ey∈  ερ>3|||| y  üçün  

],,0[,|||||),,,,,(| 3 lxyyyyyxg ∈<′′′′′′∗ ελ  
bərabərsizliyi ödənilir.  
 Tutaq ki, ).(min

],0[0 xpp
lx∈

=  ,, Ν∈krk ədədini aşağıdakı kimi 

təyin edək:  
}.||||)1|(|||||||||||||2{ 012

1
0

∗
∞∞

− ++++++= kkk RMMrqppr ττλ
 Lemma 5. Tutaq ki, 0>δ  və ,, Ν∈kkε  elə kifayət qədər 

kiçik ədəddir ki, .
2 )1(

0
lrk kle

p
+<ε  Onda hər bir −Ν∈ ,, kkε  üçün elə 

kifayət qədər böyük },max{
kkk RR ερ

∗>  ədədi var ki, (10), (6) (və ya 

(19)) məsələsinin ,},{ , δλν ≤kkR Idist  ,,
ννϑ kkR S∈ },{ −+∈ν  və  

RkR =3, |||| νϑ  şərtlərini ödəyən ),( ,,
ννλ kRkR y  həlli var. 

 Nəticə 4. (10), (6) məsələsinin ν
kSR×  çoxluğu üzrə 

asimptotik bifurkasiya nöqtələri çoxluğu boş deyil. Bundan başqa, 
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əgər ),( ∞λ nöqtəsi (10),(6) məsələsinin ν
kSR×  çoxluğu üzrə 

bifurkasiya nöqtəsidirsə, onda  .kI∈λ  
 (10), (6) məsələsinin trivial olmayan həlləri çoxluğunu D  ilə 
işarə edək. Hər bir Ν∈k  və hər bir },{ −+∈ν  üçün ν

kD  ilə D  
çoxluğunun }{∞×kI  parçasını ν

kSR×  çoxluğu üzrə kəsən bütün 
əlaqəlilik komponentlərinin birləşməsini işarə edək. Qeyd edək ki,

ν
kD  çoxluğu ER× -də əlaqəli olmaya bilər, lakin }){( ∞×kk ID ν

çoxluğu ER× -də əlaqəlidir. 
 Bu fəslin əsas nəticəsi aşağıdakından ibarətdir.   
 Teorem 7. Hər bir Ν∈k  və hər bir },{ −+∈ν  üçün ν

kD  
çoxluğu üçün aşağıdakı hökmlərdən biri doğrudur: (i) hər hansı 

),(),( νν kk ≠′′  üçün ν
kD  çoxluğu }{∞×′kI  parçasını ν ′

′× kSR  
çoxluğu üzrə kəsir; (ii) hər hansı R∈λ üçün ν

kD çoxluğu  ℜ
çoxluğunu kəsir; (iii) )( ν

kR DP çoxluğu qeyri-məhduddur. Bundan 
başqa, −+= kkk DDD   üçün (ii) və (iii) ödənilmirsə, onda onun üçün 
(i) hər hansı kk ≠′  üçün  ödənməlidir.  
 
 

NƏTİCƏ 
 

 Dissertasiya işində tamam requlyar sərhəd şərtli dördüncü 
tərtib adi diferensial tənliklər üçün qeyri-xətti məxsusi qiymət 
məsələlərinə baxılır. Bu məsələlərin asimptotik bifurkasiya 
nöqtələrinin strukturu, həllərinin }{∞×R -un nöqtələrindən və 
parçalarından budaqlanan qeyri-məhdud kontinuumlarının  strukturu 
öyrənilir.  
 İşin mövzusu aktualdır, baxılan məsələlərə mexanikada və 
fizikada rast gəlinir.   

Dissertasiya işində aşağıdakı nəticələr alınmışdır:  
      – bəzi xəttiləşməyən qeyri-xətti məxsusi qiymət məsələlərinin 
asimptotik bifurkasiya nöqtələrinin strukturu öyrənilmiş, 
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sonsuzluqdan budaqlanan qeyri-məhdud əlaqəlilik komponentinin 
özünü aparması tədqiq edilmişdir;  
        – dördüncü tərtib, tamam requlyar sərhəd şərtli adi diferensial 
tənliklər üçün xəttiləşən məxsusi qiymət məsələlərinin həllərinin həm 
sonsuzluqdan, həm də sıfır və sonsuzluqdan budaqlanan 
kontinuumlarının özünü aparması və strukturu öyrənilmişdir; 
         – tamam requlyar sərhəd şərtli dördüncü tərtib adi diferensial 
tənliklər üçün xəttiləşməyən məxsusi qiymət məsələlərinin asimptotik 
bifurkasiya nöqtələrinin strukturu öyrənilmiş,  həllərinin asimptotik 
bifurkasiya parçalarından budaqlanan əlaqəlilik komponentlərinin 
özünü aparması və strukturu öyrənilmişdir. 
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