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İŞİN ÜMUMİ XARAKTERİSTİKASI 
 

        Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi. Müasir 
riyaziyyatın, mexanikanın və fizikanın bir çox məsələləri müəyyən 
fiziki prosesləri təsvir edən xüsusi törəməli diferensial tənliklərin 
həlli üçün yeni yanaşmalar tələb edir. Əksər hallarda tətbiq edilən 
dəyişənlərinə ayırma üsulu xüsusi törəməli diferensial tənliklərin 
həllini uyğun diferensial operatorların spektral xassələrinin 
öyrənilməsinə gətirir. Bu məsələ adi diferensial operatorların 
məxsusi və qoşulmuş funksiyalar sisteminin müxtəlif funksional 
fəzalarda tamlıq, minimallıq və bazislik xassələrinin öyrənilməsini 
özündə ehtiva edir.  
        Sərhəd şərtlərinə spektral parametr daxil olan məsələlərin 
spektral xassələri M.L.Rəsulovun, J.Uolterin, Ç.T.Fultonun, 
A.Şnayderin, Y.M.Russakovskinin, D.Hintonun , A.Diksmanın, 
P.Baydinq, P.C.Braun və B.A.Vatsonun işlərində öyrənilmişdir. 
A.A.Şkalikovun1 işində sərhəd şərtləri və tənliyin əmsalları spektral 
parametrdən polinomial asılı olduğu halda adi diferensial operator 
üçün spektral məsələlərin ümumi nəzəriyyəsi qurulmuşdur. 
Y.İ.Moiseyev və N.Y.Kapustinin2 işində sərhəd şərtinə spektral 
parametr daxil olan Şturm-Liuvill məsələsi üçün göstərilmişdir ki, 
məsələnin məxsusi funksiyaları sistemi istənilən məxsusi funksiyanı 
atdıqdan sonra 2L   fəzasında Riss bazisi təşkil edir. Bu nəticələrin 
müxtəlif ümumiləşmələri Y.İ.Moiseyevin, N.Y.Kapustinin,  N.B. 
Kərimovun, V.S.Mirzəyevin, Z.S.Əliyevin, R.Q.Poladovun, D.B. 
Marçenkovun işlərində alınmışdır. Daha ümumi şəkildə bu 
məsələlərin abstrakt analoqları B.T.Bilalov və T.R.Muradovun3 

                                                 
1 Шкаликов А.А. Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений с 
параметром в граничных условиях. Тр. сем. им. И.Г.Петровского. М.: Изд. МГУ, 1983, т. 9, с. 
190-229. 
2 Капустин Н.Ю., Моисеев Е.И. О спектральных задачах со спектральным параметром в 

граничном условии // Дифференц.уравнения, 1997, т.33, № 1, с. 115-119. 
3 Bilalov B.T., Muradov T.R. Defective bases of Banach spaces  //  Proc. IMM  NAS Azerb., 2005, 

v.22, pp. 23-26. 
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işində baxılmışdır. Bu işdən əvvəl isə İ.S.Qoxberq, A.S.Markus, 
A.A.Şkalikov defekt bazisləri öyrənmişlər. T.B.Qasımovun4  
işlərində bu məsələlər abstrakt qoyuluşda tədqiq olunmuş, 
konstruktiv zəruri və kafi şərtlər tapılmışdır. T.B.Qasımov və 
Ş.C.Məmmədovanın5, T.B.Qasımov və Ə.A.Hüseynlinin6 işlərində 
orta kəsilmə nöqtəsinə malik və sərhəd şərtinə spektral parametr 
daxil olan kəsilən spektral məsələ rezolvent üsulu ilə tədqiq 
olunmuşdur. B.T.Bilalov və T.B.Qasımovun7 işlərində kəsilən 
diferensial operatorların bazislik xassələrini tədqiq etmək üçün yeni 
üsul təqdim olunmuşdur.  Son işlərdən A.A.Şkalikovun8 işini qeyd 
edək ki, burada bu məsələlərə abstrakt yanaşmanın önəmi bir daha 
vurğulanır və geniş tətbiqləri izah olunur. Kəsilən diferensial 
operatorların məxsusi funksiyalarının Lebeq fəzalarında bazisliyi ilə 
əlaqədar V.M.Qurbanov və onun tələbələrinin işlərini də qeyd etmək 
olar ki, burada kəsilən diferensial operatorun V.A.İlin mənada 
ümumiləşmiş məxsusi və qoşulmuş funksiyalar sisteminin bazisliyi 
öyrənilir. Kəsilən diferensial operatorların bu və ya digər spektral 
xassələri həmçinin, İ.S.Lomovun, A.M.Qomilko və 

                                                                                                                 
 
4 Gasymov T.B. On necessary and sufficient conditions of basicity of some defective systems in 
Banach spaces  //  Trans. NAS Azerb., ser. phys.-tech. math. sci., math.mech., 2006, v.26,  №1, p.65-70. 
5 Gasymov T.B., Mammadova Sh.J. On convergence of spectral expansions for one discontinuous 

problem with spectral parameter in the boundary condition // Trans. Of NAS of Azerb. 2006,vol. XXVI, 

№4, p. 103-116. 
6 Gasymov T.B., Huseynli A.A. The basis properties of eigenfunctions of a discontinuous differential 
operator with a spectral parameter in boundary condition // Proc. of IMM of NAS of Azerb. vol. 
XXXV(XLIII), 2011, pp. 21-32. 
7 Bilalov B.T., Gasymov T.B. On bases for direct decomposition. Doklady Mathematics. 93(2) 

(2016).pp 183-185.  
8 Шкаликов А.А. О базисных свойствах корневых функций дифференциальных операторов, 

содержащих спектральный параметрв краевых условиях  //  Дифференц. Уравнения, т.55, №5, 

2019, с.647-659. 
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V.N.Pivovarçikin, M.Şəhriyarinin, M.Şəhriyari, Codayri, 
A.Əkbərfam və G.Tesçlinin işlərində öyrənilmişdir. 
        Dissertasiya işində sərhəd şərtinə spektral parametr daxil olan 
kəsilən diferensial operatorların öyrənilməsi üçün ümumi yanaşma 
verilir, kəsilən diferensial operatorların məxsusi və qoşma 
funksiyalar sisteminin bazislik xassələrini tədqiq etmək üçün abstrakt 
teoremlər isbat olunur və bunların ikinci tərtib kəsilən diferensial 
operatorlara tətbiqi verilir. Belə ki, abstrakt teoremlərin köməyi ilə 
sərhəd şərtinə spektral parametr daxil olan ikinci tərtib kəsilən 
diferensial operatorun məxsusi və qoşma funksiyalar sisteminin 
Lebeq və Morri-Lebeq tip fəzalarda bazisliyi tədqiq olunmuşdur. 
Baxılan spektral məsələlərin sərhəd şərtləri Birkhofun təsnifatına 
görə requlyardır, lakin güclü requlyar deyil. Belə spektral 
məsələlərin bazislik xassələrinin rezolvent üsulu ilə tədqiqi müəyyən 
çətinliklərlə müşaiyət olunur. Bu tipli spektral məsələlər 
X.R.Məmmədov və N.B.Kərimovun, N.Dernek və O.A.Vəliyevin, 
P.Cakov və B.Mityaginin  işlərində tədqiq olunmuşdur. Ona görə də 
hesab edirik ki, dissertasiya işinin mövzusu aktualdır və elmi maraq 
kəsb edir. 
        Tədqiqatın obyekti və predmeti. Banax fəzalarının düz cəmi, 
kəsilən diferensial operatorlar. 
        Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri. Dissertasiya işinin əsas 
məqsədi kəsilmə şərtinə spektral parametr daxil olan ikinci tərtib 
kəsilən diferensial operatorun məxsusi və qoşma funksiyalarının  

CLp ⊕ , pL  Lebeq və CM p ⊕α, , α,pM  Morri tipli fəzalarda 
bazislik xassələrinin öyrənilməsidir.  
        Tədqiqat metodları. İşdə həqiqi və kompleks dəyişənli 
funksiyalar nəzəriyyəsinin, diferensial operatorlar nəzəriyyəsinin, 
funksional analizin metodları, o cümlədən Hilbert və Banax 
fəzalarında xətti operatorlar nəzəriyyəsinin metodları, bazislər və 
freymlər nəzəriyyəsinin, approksimasiya nəzəriyyəsinin metodları 
tətbiq olunur. 
         Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar.  
         Birinci fəsil Banax fəzalarının düz cəmində sistemlərin bazislik 
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xassələrinə həsr olunmuşdur. Bu fəsildə abstrakt yanaşma metodu 
verilir, Banax fəzalarının alt fəzalara düz cəmə ayrılışına baxılır, alt 
fəzaların bazisindən bütün fəzanın bazisinin qurulması üçün yeni 
üsul təklif olunur. 
         İkinci fəsildə sərhəd şərtinə spektral parametr daxil olan 
spektral məsələyə baxılır. Belə spektral məsələlər ucları bərkidilmiş  
yüklənmiş simin hərəkəti tənliyini Furye metodunu tətbiq etməklə 
həll edən zaman meydana çıxır. Bu fəsildə spektral məsələnin 
məxsusi funksiyalarının CLp ⊕  və pL  fəzalarında bazisliyi 
öyrənilir.  
         Üçüncü fəsil spektral məsələlərin məxsusi funksiyalarının 
Morri tipli fəzalarda bazisliyin araşdırılmasına həsr olunmuşdur.          
        Tədqiqatın elmi yeniliyi. Dissertasiya işində aşağıdakı elmi 
yeniliklər alınmışdır: 
        -alt fəzaların müvafiq sistemlərindən çıxış edərək Banax 
fəzalarının düz cəmində verilmiş sistemlərin tamlığı, minimallığı, 
bazisliyi, o cümlədən p-bazisliyi haqqında teoremlər isbat edilmişdir; 
        -kəsilmə şərtinə spektral parametr daxil olan ikinci tərtib kəsilən 
diferensial operatorun məxsusi ədədlərinin və məxsusi 
funksiyalarının asimptotikası tapılmışdır; 
        -baxılan spektral məsələnin xəttiləşdirici operatorunun 
rezolventi qurulmuş, xəttiləşdirici operatorun məxsusi və qoşma 
funksiyalar sisteminin CLp ⊕ , +∞<< pLp 1,  Lebeq fəzalarında 
tamlığı və minimallığı haqqında teoremlər isbat olunmuşdur; 
        -ikinci tərtib kəsilən diferensial operatorun məxsusi və qoşma 
funksiyalar sisteminin CLp ⊕  və ,1, +∞<< pLp  Lebeq fəzalarında 
bazisliyi, CL ⊕2  və 2L fəzalarında Riss bazisliyi haqqında teoremlər 
isbat olunmuşdur; 
        -ikinci tərtib kəsilən diferensial operatorun məxsusi və qoşma 
funksiyalar sisteminin CM p ⊕α,  və ,10,1,, ≤<+∞<< αα pM p  
Morri tipli fəzalarda bazisliyi haqqında teoremlər isbat olunmuşdur. 
       Tədqiqatın nəzəri və praktiki əhəmiyyəti.   
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        Dissertasiyanın nəticələri nəzəri xarakter daşıyır. Onlardan 
diferensial operatorların spektral nəzəriyyəsində, riyazi fizikanın və 
mexanikanın müxtəlif məsələlərinin, o cümlədən rəqslər 
nəzəriyyəsinin, hidromexanikanın, plastiklik nəzəriyyəsinin öz-özünə 
qoşma olmayan diferensial operatorların öyrənilməsinə gətirən 
məsələlərinin həllinin Furye metodu ilə əsaslandırılması zamanı 
istifadə oluna bilər. Bu nəticələrdən həmçinin approksimasiya 
nəzəriyyəsində də istifadə oluna bilər. 
        Aprobasiyası və tətbiqi. Dissertasiya işinin əsas nəticələri 
aşağıda adları çəkilən elmi seminarlarda, respublika və beynəlxalq 
elmi konfranslarda məruzə edilmiş və müzakirə olunmuşdur: 
AMEA-nın Riyaziyyat və Mexanika  İnstitutunun  “Qeyri-harmonik 
analiz”  şöbəsinin (rəhbər AMEA-nın müxbir üzvü, prof.  B.Bilalov) 
elmi seminarlarında, BDU-nun “Funksiyalar  nəzəriyyəsi və 
funksional analiz”  kafedrasının ( rəhbər prof. Ə.Əhmədov) elmi 
seminarlarında, eləcə də ümummilli lider Heydər Əliyevin anadan 
olmasının 90-cı ildönümünə həsr olunmuş “Riyaziyyat və 
İnformatikanın Aktual problemləri” adlı Beynəlxalq Elmi 
Konfransda (Bakı, 2013), “Riyaziyyatın tətbiqi problemləri” 
Respublika Elmi Konfransında ( Bakı, 2013),  prof. Əmir 
Həbibzadənin 100 illiyinə həsr olunmuş “Funksional analiz və onun 
tətbiqləri” adlı Respublika Elmi Konfransında (Bakı, 2016), AMEA-
nın Riyaziyyat və Mexanika İnstitutunun təşkilatçılığı ilə “ Qeyri-
harmonik analiz və diferensial operatorlar” adlı Beynəlxalq Elmi 
Seminarda (Bakı, 2016), “Дифференциальные уравнения и 
смежные проблемы” adlı Beynəlxalq Elmi Konfransında 
(Sterlitamak, 2018), “Спектральная теория и смежные вопросы” 
(Ufa, 2018)  adlı Beynəlxalq Elmi Konfransda, V.A.İlinin  90 illiyinə 
həsr olunmuş Beynəlxalq Elmi Konfransda (Rusiya, 2018), 
ümummilli lider Heydər Əliyevin anadan olmasının 97-ci 
ildönümünə həsr olunmuş “Riyaziyyat, Mexanika və onların 
tətbiqləri” adlı Respublika Elmi Konfransında (Bakı, 2020) məruzə 
olunmuşdur. 
        İddiaçının şəxsi töhfəsi. Dissertasiyada alınan bütün 
nəticələr iddiaçıya məxsusdur. 
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        İddiaçının nəşrləri. Dissertasiya işinin əsas nəticələri 
Azərbaycan Respublikası Prezidenti yanında AAK-ın tövsiyyə edilən 
jurnallarında 8, onlardan 2 həmmüəllifsiz, o cümlədən beynəlxalq 
xülasələndirmə və indeksləmə sistemlərinə daxil olan dövri elmi 
nəşrlərdə 4-ü dərc olunmuşdur. Respublika və beynəlxalq miqyaslı 
elmi tədbirlərin nəticələri üzrə dərc olunmuş elmi işlərin sayı 10-dur 
(3-xaricdə). 
         Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. 
Dissertasiya işi Azərbaycan Milli Elmlər Akademiyasının Riyaziyyat 
və Mexanika İnstitutunun Qeyri-harmonik analiz şöbəsində yerinə 
yetirilmişdir. 
        Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrı-ayrılıqda 
həcmi qeyd olunmaqla dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi. 
Dissertasiya işi girişdən -41135 işarə (titul və mündəricat-2998 
işarə), üç fəsildən- (I fəsil-39574 işarə, II fəsil-118807 işarə, III 
fəsil-33425 işarə) və 93 adda olan ədəbiyyat siyahısından 
ibarətdir. Dissertasiya işinin ümumi  həcmi 146 səhifədir. 
 

İŞİN MƏZMUNU 
        

 Dissetasiya işi girişdən, üç fəsildən, nəticə və ədəbiyyat 
siyahısından ibarətdir.  
        Birinci fəsil Banax fəzalarının düz cəmində sistemlərin bazislik 
xassələrinə həsr olunmuşdur. Bu fəsildə abstrakt yanaşma metodu 
verilir, Banax fəzalarının alt fəzalara düz cəmə ayrılışına baxılır, alt 
fəzaların bazisindən bütün fəzanın bazisinin qurulması üçün yeni 
üsul təklif olunur. Bu yanaşmanın kəsilən diferensial operatorların 
spektral nəzəriyyəsində geniş tətbiqi var. Birinci fəsildə 

mXXX ⊕⊕= ...1  düz cəmə ayrılışı zamanı ( ) ( )( ),,...,ˆ 11 mn
n

imn
n

iin uauau =  

Nnmi ∈= ,,1  sisteminin tamlıq, minimallıq və bazislik xassələri 
araşdırılmış, nəticələr əldə olunmuşdur. 
        1.1-də zəruri anlayışlar və təkliflər verilmiş, dissertasiya işində 
istifadə olunan bazislər nəzəriyyəsinin əsas anlayışları və faktları 
göstərilmişdir.
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        Təklif 1. Tutaq ki,{ } Nnnx ∈  sistemi X -də mötərizəli bazis təşkil 
edir və Nkkn ∈}{  müvafiq indekslər ardıcıllığıdır. Əgər{ } Nnnx ∈  sistemi 
müntəzəm minimaldırsa və { } Nkkk nn ∈+ −1  ardıcıllığı məhduddursa, 
onda bu sistem X -də adi bazis təşkil edir. 
        Tərif 1. H Hilbert fəzasında ortonormal bazisə ekvivalent olan 
bazisə Riss bazisi deyilir. 
        Tərif 2. Tutaq ki, X  Banax fəzasında verilmiş { } Nnnx ∈  sistemi 

minimaldır və { } ∗
∈

∗ ⊂ Xx Nnn  onun biortoqonalıdır. Əgər elə M sabiti 

varsa ki,  ixtiyari Xx∈ üçün 

xMxx
p

n

p

n ≤






∑
∞

=

∗

1

1
,  

münasibəti ödənsin, onda { } Nnnx ∈  sisteminə −p Bessel sistemi 

deyilir. Əgər bazis −p Bessel sistemidirsə, ona −p bazis deyilir. 

        Tərif 3. X  Banax  fəzasında verilmiş iki { } Nnnx ∈  və { } Nnny ∈  
vektorlar sistemi o zaman р-yaxın adlanırlar ki, 

∞<−∑
∞

=1n

p
nn yx  

şərti ödənsin. Xüsusi halda,  р=2 olduqda onlar kvadratik yaxın 
adlanırlar. 
        Təklif 2. Tutaq ki, { } Nnnu ∈  sistemi H  Hilbert fəzasında 
mötərizəli Riss bazisi təşkil edir, { } Nnn ∈ϑ isə onun biortoqonal 
sistemdir. Əgər { } +∞<nn

n
u ϑ;sup  şərti ödənərsə və { } Nkkk nn ∈+ −1  

ardıcıllığı məhdud olarsa, onda { } Nnnu ∈ sistemi H -da adi Riss bazisi 
təşkil edir. Burada { } Nkkn ∈ mötərizəli bazisin tərifindəki müvafiq 
indekslər ardıcıllığıdır. 
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1.2-də Banax fəzalarının düz cəmində sistemlərin tamlığı və 
minimallığı araşdırılmış, müvafiq teoremlər isbat olunmuşdur.  

Tutaq ki, mXXX ⊕⊕= ...1  düz cəmə ayrılışı doğrudur, 
burada miX i ,...,2,1, =  - hər hansı Banax fəzasıdır və hər bir 

miX i ,...,2,1, =  fəzasında hər hansı { } Nninu ∈  sistemi verilmişdir. X  
fəzasında aşağıdakı kimi sistemə baxaq:       

( ) ( )( ) Nnmiuauau mn
n

imn
n

iin ∈== ,,1,,...,ˆ 11                (1)  
burada ( )n

ija  -hər hansı ədədlərdir.  Fərz edək ki, ( )( ) ;
,1, mji

n
ijn aA

=
=  

nn Adet=∆ . Aşağıdakı teoremlər doğrudur: 

Teorem 1. Tutaq ki, { } Nninu ∈  sistemi miX i ,1, = , fəzasında 
tamdır (minimaldır). Əgər Nnn ∈∀≠∆ ,0 , olarsa, onda 
{ } Nnmiinu ∈= ;,1ˆ  sistemi də X  fəzasında tamdır (minimaldır). 

Teorem 2. Tutaq ki, { } Nninu ∈  sistemi miX i ,1, =  fəzasında 
minimaldır. Əgər 0,

00 =∆∈∃ nNn  olarsa, onda { } Nnmiinu ∈= ;,1ˆ  sistemi 
X  fəzasında minimal deyil. 

Teorem 3. Tutaq ki, { } Nninu ∈  sistemi hər bir mi ,1∈  üçün iX  
fəzasında tam və minimaldır. Əgər 0,

00 =∆∈∃ nNn  olarsa, onda 
{ } Nnmiinu ∈= ;,1ˆ  sistemi X  fəzasında tam və   minimal deyil. 

1.3 yarımfəslində Banax fəzalarının düz cəmində sistemlərin 
bazisliyi, p-bazisliyi, o cümlədən Hilbert fəzalarının düz cəmində 
Riss bazisliyi öyrənilmişdir. 
        Teorem 4. Tutaq ki,hər bir mi ,1∈  üçün { } Nninu ∈  sistemi iX -də 
bazisdir. Əgər bütün ( )( ) Nna n

ijn ∈≠=∆ ,0det ,olarsa, onda (1) 
düsturu ilə təyin olunan { } Nnmiinu ∈= ;,1ˆ  sistemi mXXX ⊕⊕= ...1  
fəzasında mötərizəli bazis təşkil edir. Əgər bundan əlavə 

                                            
{ } { } ,,1,:sup,,sup 1 miuAA inin

n
nn

n
=+∞<+∞<− ϑ          (2) 
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şərtləri ödənərsə, onda  { } Nnmiinu ∈= ;,1ˆ  sistemi X -də adi bazis təşkil 
edər. 
         Bu  teoremin  Hilbert  fəzası  halında  Riss  bazisi  üçün  analoqu 
aşağıdakı kimi olacaq. 
        Teorem 5. Əgər iX -Hilbert fəzası, { } Nninu ∈ isə miX i ,1, = , 
fəzalarında Riss bazisi olarsa, onda Nnn ∈≠∆ ,0 , olduqda 
{ } Nnmiinu ∈= :,1ˆ sistemi mXXX ⊕⊕= ...1  Hilbert fəzasında  mötərizəli 
Riss bazisi təşkil edir. Əgər əlavə olaraq (2) şərtləri ödənərsə, 
onda{ } Nnmiinu ∈= :,1ˆ  sistemi X -də adi Riss bazisi təşkil edər. 
        Tutaq ki, { }mnnJ ,...,1= -hər hansı m natural ədədlər dəstidir. 
1.3 yarımfəsildə yuxarıdakı bəzi teoremlərin −p bazis halında 
analoqlarını isbat edilmişdir. Tutaq ki, X  Banax fəzası və 
{ } Nnmkknu ∈= ;,1 X -də hər hansı sistemdir. 

        Fərz edək ki,  ( ) Nnmkia n
ik ∈= ,,1,, -hər hansı kompleks 

ədədlərdir. Tutaq ki, ( )( ) mki
n

ikn aA ,1, ==  və NnAnn ∈=∆ ,det . X fəza-
sında aşağıdakı kimi sistemə baxaq: 

( ) Nnmkuau
m

i
in

n
ikkn ∈== ∑

=

;,1,ˆ
1

  

        Teorem 6. Tutaq ki, { } Nnmkknu ∈= ;,1 sistemi X -də p-bazis təşkil 

edir və  { } *
;,1 XNnmkkn ⊂∈=ϑ  onun biortoqonal sistemdir. Əgər 

,,0 Nnn ∈∀≠∆  şərti ödənərsə, onda  { } Nnmkknu ∈= ;,1ˆ sistemi X -də 
mötərizəli p-bazis təşkil edər. Əgər { } Nnmkknu ∈= ;,1 sistemi p-bazisdirsə 
və (2) şərtləri ödənərsə, onda { } Nnmkknu ∈= ;,1ˆ  sistemi də X -də p-bazis 
təşkil edər. 
         Tutaq ki, X   hər  hansı  Banax  fəzası, mCXX ⊕=1   düz 
cəmi və { } 1ˆ Xu Nnn ⊂∈  hər hansı minimal sistemdir, 

{ } m
Nnn CXX ⊕=⊂∈

**
1ϑ̂  ona biortoqonal sistemdir: 
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( ) ( )nmnnnnmnnn uu ββϑϑαα ,...,;ˆ;,...,;ˆ 11 ==  
Fərz edək ki, 

mjijni ,1,
det

=
= βδ

                                               
(3) 

         Teorem 7. Tutaq ki,{ } Nnnu ∈ˆ sistemi  1X  fəzasında p-bazis təşkil 
edir. Əgər (3) düsturu ilə təyin olunan δ  determinantı sıfırdan fərqli 
olarsa, onda { }

JNnnu ∈ , JNN J \= sistemi X -də p-bazis təşkil edər. 

Bu halda { }
JNnnu ∈ sisteminə biortoqonal olan sistem 

 

mnmnnm

nnn

nmnn

n

m

m

βββ

βββ
ϑϑϑ

δ
ϑ

...
.............

...
...

1

1

1 111

1

* =          

şəklində təyin olunur.  
        İkinci fəsildə aşağıdakı kimi spektral məsələyə baxılır: 

( ) ( ) 





∪






∈=+′′−= 1

3
1

3
10 ,,xy,yxqyyl λ                       (4)                                     















=+′−−′

+=−

==

)
3
1()0

3
1()0

3
1(

),0
3
1()0

3
1(

,0)1()0(

myyy

yy

yy

λ

                   (5)         

burada λ  spektral parametr, m-sıfır olmayan kompleks ədəddir. Belə 
spektral məsələlər ucları bərkidilmiş  yüklənmiş simin hərəkəti 
tənliyini Furye metodunu tətbiq etməklə həll edən zaman meydana 
çıxır.  
        2.1-də bu spektral məsələnin xəttiləşdirici operatoru və Qrin 
funksiyası qurulmuşdur. Qrin funksiyası (5) sərhəd şərtlərini ödəyən 
və bircins olmayan  
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( ) )()()( xfxyyxqxy =−+′′− λ  
tənliyinin həllinin  inteqral ifadəsinin nüvəsi kimi təyin olunur.  

        





⊕






 1,

3
1

3
1,0 k

p
k
p WW  ilə 





3
1,0  və 



 1,
3
1  parçalarına 

daralmaları uyğun olaraq 







3
1,0k

pW  və 





 1,

3
1k

pW  Sobolev 

fəzalarında yerləşən funksiyalar fəzasını işarə edək. CLp ⊕)1,0(  
fəzasında L  operatorunu aşağıdakı kimi təyin edək:        

( ) ( )










 +=






 −==






⊕





⊕





∈














=⊕∈=

0
3
10

3
1,0)1()0(,1,

3
1

3
1,0,

3
1;:)1,0(

2

2

uuuuW

WumuxuuCLuLD

p

pp


      (6)                                                                                        

və ( )LDu∈  üçün 

          ( ) ( )LDuuuuluL ∈













 +′−






 −′= ˆ,0

3
10

3
1;                         (7) 

        Teorem 8. (6)-(7) düsturları ilə təyin olunan L  xətti operatoru 
CLp ⊕)1,0(  fəzasında sıx təyin olunmuş, kompakt rezolventli qapalı 

operatordur. L   operatoru ilə (4)-(5) məsələsinin məxsusi ədədləri 
üst-üstə düşür, uyğun məxsusi və qoşulmuş vektorları arasında isə 
qarşılıqlı birqiymətli uyğunluq var, belə ki, ( )xu   funksiyası (4)-(5) 

məsələsinin məxsusi (qoşulmuş) funksiyasıdırsa, ( ) 













=

3
1; muxuu  

vektoru L  operatorunun məxsusi (qoşulmuş) vektorudur. 
        ( ) ( ) CLff p ⊕∈= 1,0,ˆ β  götürək və aşağıdakı tənliyə baxaq: 

                      fuuL ˆˆˆ += λ                                           (8)                            
( )λ∆  ilə (4)-(5) spektral məsələsinin xarakteristik determinantını 

işarə edək. Bu yarımfəsildə (8) tənliyinin həlli üçün inteqral göstəriş 
alınmışdır ki, bu da Qrin funksiyasının, o cümlədən rezolvent 
operatorun strukturunu müəyyən etməyə imkan verir. Burada 
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həmçinin, diferensial ifadənin doğurduğu maksimal və minimal 
operatorlar təyin olunmuş və nəticədə (8) tənliyinin həllolunanlığı ilə 
bağlı aşağıdakı teorem isbat olunmuşdur.                                              
        Teorem 9. λ  parametrinin ( ) 0≠∆ λ  şərtini ödəyən hər bir 
qiymətində ( ) CLf p ⊕∈∀ 1,0ˆ  üçün (8) tənliyinin yeganə  
 həlli var. L  operatorunun məxsusi ədədləri yalnız ( )λ∆ -nın sıfırları 
ola bilər və ona görə də ən çoxu hesabi saydadır. Məxsusi ədədlərin 
limit nöqtəsi yalnız sonsuzluqda ola bilər. L  operatorunun köklü 
vektorları CLp ⊕)1,0(  fəzasında minimal sistem təşkil edir.                   
        2.2-də (4)-(5) spektral məsələsini xüsusi halda, yəni ( ) 0≡xq  
halında tədqiq edilir. 

,1
3
1

3
100 






∪






∈=+′′ ,,x,yy λ                            (9) 















=+′−−′

+=−

==

),
3
1()0

3
1()0

3
1(

),0
3
1()0

3
1(

,0)1()0(

myyy

yy

yy

λ

                           (10) 

burada λ  spektral parametr, m  isə sıfırdan fərqli kompleks ədəddir. 
        Teorem 10. (9), (10) məsələsinin iki seriya sadə məxsusi 
ədədləri  var:  

,...,2,1,)( 2
,1,1 == nnn ρλ  və ,...2,1,0,)( 2

,2,2 == nnn ρλ  
burada 








+
−+

+=

=

).1()1(2
2

3

,3

2,2

,1

n
O

mn
n

n
n

n

n

π
πρ

πρ
 

Onlara uyğun ,...,2,1,0),( =nxun  məxsusi funksiyaları isə  
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[ ]























=



∈−





∈++−

=

=∈=−

,...2,1,0,1,
3
1),1(sin

,
3
1,0),

3
1(sin)

3
1(sin

)(

,...2,1,1,0,3sin)(

,2

,2,2

2

12

nxx

xxx
xu

nxnxxu

n

nn

n

n

ρ

ρρ

π

 

düsturları ilə ifadə olunur. 
        (9),(10) məsələsinin Qrin funksiyası (10) sərhəd şərtini ödəyən 
bircins olmayan  

                           )()()( 2 xfxyxy =+′′ ρ                                   (11) 
məsələsinin həllinin  inteqral ifadəsinin nüvəsi kimi, yəni müvafiq 
inteqral operatorun nüvəsi kimi təyin olunur. 
        Teorem 11. L  operatorunun { }∞∈Nnnŷ məxsusi vektorlar sistemi 

( ) ,1,0 CLp ⊕  ∞<< p1 ,  fəzasında tamdır. 
        Nəticə 1. L  operatorunun { }

0
ˆ Nnnu ∈  məxsusi vektorlar sistemi 

∞<<⊕ pCLp 1,)1,0( ,  fəzasında  tam və minimaldır. 
        Teorem 12. Tutaq ki, 0n 0N∈  nömrəsi cüt ədəd və ona uyğun 
məxsusi ədəd sadə olarsa, onda ( ){ } { }00 \ nNnn xu ∈  sistemi 

( ) ∞<< pLp 1,1,0 , fəzasında tam və minimaldır.  Əgər 0n  nömrəsi  
istənilən tək ədəd olarsa,  onda ( ){ } { }00 \ nNnn xu ∈  sistemi bu fəzada nə 
tam, nə də  minimal deyil. 
        Teorem 13. L  operatorunun { }

0
ˆ Nnnu ∈  məxsusi vektorları  

∞<< p1  olduqda ( ) CLp ⊕1,0  fəzasında bazis, 2=p  olduqda Riss 
bazisi təşkil edir. 
        Teorem 14. (9)-(10) məsələsinin { } { }∞

∈=
∪

Nniniyy
;2,1,0  məxsusi və 

qoşma funksiyalar sistemindən sadə məxsusi qiymətə uyğun hər 
hansı ( )xy n0,2  funksiyasını atsaq, onda alınmış sistem 

( ) ∞<< pLp 1,1,0 , fəzasında bazis, 2=p  olduqda isə Riss bazisi 
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təşkil edir. Əgər bu sistemdən hər hansı ( )xy n0,1  funksiyasını atsaq, 
alınan sistem ( )1,0pL  -də nəinki bazis təşkil etməyəcək, həm də bu 
halda alınmış sistem bu fəzada tam və minimal olmayacaq. 
        2.3 yarımfəslində potensial olan halda məxsusi funksiyaların 
bazisliyi araşdırılmışdır. Nəticələri ifadə etmək üçün aşağıdakı 
funksiyaları daxil edək: 

( ) ( )∫=
x

dttqxq
0

1 2
1 , ( ) ( )∫=

1

2 2
1

x

dttqxq . 

(4)-(5) məsələsinin məxsusi ədədləri və məxsusi  funksiyaları  üçün 
aşağıdakı teoremlər isbat olunmuşdur. 
        Teorem 15. (4)-(5) məsələsinin məxsusi ədədləri asimptotik 
sadə olub üç seriyadan ibarətdir: ,...2,1;3,2,1,2

,, === ninini ρλ , ni,ρ  
ədədləri üçün aşağıdakı asimptotik düsturlar doğrudur: 





















++−=







++=







+=

,1
2

33

,13

,13

2
2

,3

2
1

,2

2,1

n
O

n
n

n
O

n
n

n
On

n

n

n

αππρ

απρ

πρ

 

burada 

 
m

mq
m

mqmq
π

α
π

α
3

1,
3

223 2
2

21
1

+
−=

++
= , 






=






=

3
1,

3
1

2211 qqqq  

işarə olunmuşdur. 
       Teorem 16. (4)-(5) məsələsinin ( ) ;3,2,1,2

,1, == inni ρλ ,Nn∈  
məxsusi ədədlərinə uyğun ( )xy ni,  məxsusi  funksiyaları  üçün aşağı-
dakı asimptotik düsturlar doğrudur: 
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                            ( )














∈






+





∈






+

=
,1,

3
1,13sin

,
3
1,0,13sin

,1

1

x
n

Onx

x
n

Onx
xy

n

n

πγ

π
                                   

         ( )














∈






+





∈






+

=
,1,

3
1,13sin

,
3
1,0,13sin

,2

,2

x
n

Onx

x
n

Onx
xy

n

n

πγ

π
 

                           ( )














∈






+






 −





∈








=
,1,

3
1,1

2
13cos

,
3
1,0,1

,3

,3

x
n

Oxn

x
n

O
xy

n

n

πγ
                              

burada ( ) ,11 11 





++=

n
Omqγ 






+

−
=

n
Omqmq 1

3
21

2γ ,







+=

n
Om 1

3γ .                                       

        Teorem 17. L  operatorunun { }∞ ∈= Nniiny ;3,1ˆ  köklü vektorlar 

sistemi ( ) ,1,0 CLp ⊕  ∞<< p1 ,  fəzasında tamdır. 
        Nəticə 2. L  operatorunun { }∞ ∈= Nniiny ;3,1ˆ  köklü vektorlar sistemi 

∞<<⊕ pCLp 1,)1,0( ,  fəzasında  tam və minimaldır. 
        Teorem 18. (4),(5) spektral məsələsinin məxsusi funksiyaları 
sistemindən hər hansı ( )xyin  funksiyasını atmaqla alınan sistemin 

)1,0(pL  fəzasında tam və minimal olması üçün zəruri və kafi şərt ona 

uyğun biortoqonal ( )xzin  funksiyasının 0
3
1

≠







inz  şərtini 

ödəməsidir; burada uyğun biortoqonal funksiya dedikdə 1ˆ,ˆ =inin zy  
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şərtini ödəyən ( ) 













=

3
1,ˆ ininin zmxzz  vektorunun birinci komponenti 

başa düşülür. 
        Teorem 19. L  operatorunun { }∞ ∈= Nniiny ;3,1ˆ  köklü vektorlar 

sistemi ( ) ,1,0 CLp ⊕  ∞<< p1 ,  fəzasında bazis, 2=p  olduqda isə 
Riss bazisi təşkil edir. 
        Teorem 20. (4)-(5) məsələsinin { } { }∞

∈=
∪

Nniniyy
;2,1,0  məxsusi və 

qoşma funksiyalar sistemindən hər hansı ( )xy ni 0,  funksiyasını 
atmaqla alınmış sistemin ( ) ∞<< pLp 1,1,0 , fəzasında bazis, 2=p  
olduqda isə Riss bazisi təşkil etməsi üçün zəruri və kafi şərt 

biortoqonal sistemin ona uyğun ( )xz ni 0,  funksiyasının 0
3
1

0, ≠







niz  

şərtini ödəməsidir. Əgər 0
3
1

0, =







niz  olarsa, onda bu sistemdən ona 

uyğun ( )xy n0,1  funksiyasını atsaq, alınan sistem ( )1,0pL  -də nəinki 
bazis təşkil etməyəcək, həm də bu halda alınmış sistem bu fəzada nə 
tam və nə də minimal olmayacaq. 
        Üçüncü fəsil spektral məsələlərin məxsusi funksiyalarının 
Morri tipli fəzalarda bazisliyin araşdırılmasına həsr olunmuşdur.           
        3.1-də Morri fəzaları barədə məlumatlar verilmişdir. 

( )ππα ,, −pL , 10,1 ≤≤+∞<≤ αp , fəzası ( )ππ ,−  -də ölçülən və  

( ) ( ) +∞<







= ∫

−

−⊂
−

p

I

p

I
L

dttfIf p

/1
1

],[
,

sup,

α

ππ
ππα , 

sonlu normaya malik funksiyalardan ibarət fəza kimi təyin olunur. 
α,pL -də yuxarıdan kəsilməz ( )⋅f  fuksiyalarından ibarət α,pM  alt 

fəzasına baxaq,  ( ) ( ) .0,0
,

→→⋅−+⋅ δδ
αp

ff  α,pM , +∞<≤ p1 , 

10 ≤<α , fəzası Banax fəzasıdır və [ ]ππ ,0 −∞C  fəzası burada sıxdır. 
        3.2-də [-1,1] parçasında  
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( ) ( ) ( ) ( ),1,00,1, ∪−∈=′′− xxyxy λ  

  
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ),000

,00
,011

myyy
yy
yy

λ=+′−−′
+=−
==−

       

məsələsinə baxılmışdır. 
        Bu fəsildə göstərilmişdir ki, B.T.Bilalov və T.B.Qasımovun7 
işində təklif olunan abstrakt metodu həm də qeyri-standart fəzalarda, 
məsələn Morri tipli fəzalarda da tətbiq etmək olar. 
        Təklif 3. { }∞=1sin nnx  və { }∞=0cos nnx  triqonometrik sistemlərinin 
hər biri 10,1,, ≤<+∞<< αα pM p , fəzasında  bazis təşkil edir. 

 
( ) [ ]1,1,sin,1 −∈= xnxxe n π  

        ( )
[ ]

[ ]







∈−

−∈
=

,1,0,sin

,0,1,sin

,2

xnx

xnx
xe n

π

π
 

işarə edək və { }∞=0ˆ nne  sisteminə baxaq, burada 
( ) ( ) ( ) Nneeeee nnnn ∈=== − ,0;ˆ,0;ˆ,1;0ˆ ,112,220  

        Teorem 21. { }∞=0ˆ nnu  sistemi ( ) ,1,1,1, ∞<<⊕− pCM p α  

10 ≤<α , fəzasında { }∞=0ˆ nne  sisteminə ekvivalent bazis təşkil edir. 

         ( ){ }∞=0nn xu  sisteminin bir atılmış funksiya ilə ( )1,1, −αpM  
fəzasında bazisliyinə baxaq. 
        Teorem 22. Əgər 0n -ixtiyari cüt ədəd olarsa, ( ){ }∞ ≠= 0,0 nnnn xu  

sistemi ( ) 10,1,1,1, ≤<∞<<− αα pM p , fəzasında ( ){ }∞=1nn xe  
sisteminə ekvivalent bazis təşkil edir. Əgər 0n -ixtiyari tək ədəd 
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olarsa, ( ){ }∞ ≠= 0,0 nnnn xu  sistemi ( )1,1, −αpM -də bazis təşkil etmir, 
bundan əlavə o,  bu fəzada tam və minimal deyil. 
        3.3-də (9)-(10) spektral məsələsinin məxsusi funksiyalarının 
Morri tipli fəzalarda bazislik xassələrinə baxılmışdır. 
        Teorem 23. L  operatorunun məxsusi və qoşma funksiyaları 

( ) ,1,0, CM p ⊕α  10,1 ≤<∞<< αp , fəzasında bazis təşkil edir. 
        Teorem 24. (9)-(10) məsələsinin { } { }∞

∈=
∪

Nniniyy
;2,1,0  məxsusi və 

qoşma funksiyalar sistemindən hər hansı ( )xy n0,2  funksiyasını  atsaq, 

alarıq ki, o, ( ),1,0,αpM  ∞<< p1 , 10 ≤<α ,  fəzasında  bazis təşkil 
edir. Əgər biz hər hansı ( )xy n0,1  funksiyasını atsaq, alınmış sistem 

( )1,0,αpM -də bazis təşkil etmir, bundan əlavə alırıq ki, o bu fəzada 
minimal və tam deyil. 
   
 

NƏTİCƏ 
 

       Dissertasiya işi sərhəd şərtinə spektral parametr daxil olan ikinci 
tərtib kəsilən diferensial operatorun məxsusi və qoşma 
funksiyalarının Lebeq və Morri tipli fəzalarda bazislik xassələrinin 
tədqiqinə həsr olunmuşdur.  
       Dissertasiyada aşağıdakı əsas elmi nəticələr alınmışdır: 
       - alt fəzaların müvafiq sistemlərindən çıxış edərək Banax 
fəzalarının düz cəmində verilmiş sistemlərin tamlığı, minimallığı, 
bazisliyi haqqında teoremlər isbat edilmişdir; 
       - kəsilmə şərtinə spektral parametr daxil olan ikinci tərtib kəsilən 
diferensial operatorun məxsusi ədədlərinin və məxsusi 
funksiyalarının asimptotikası tapılmışdır; 
       - baxılan spektral məsələnin xəttiləşdirici operatorunun 
rezolventi qurulmuş, xəttiləşdirici operatorun məxsusi və qoşma 
funksiyalar sisteminin CLp ⊕ , +∞<< pLp 1,  Lebeq fəzalarında 
tamlığı və minimallığı haqqında teoremlər isbat olunmuşdur; 
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       - ikinci tərtib kəsilən diferensial operatorun məxsusi və qoşma 
funksiyalar sisteminin CLp ⊕  və ,1, +∞<< pLp  Lebeq fəzalarında 
bazisliyi, CL ⊕2  və 2L fəzalarında Riss bazisliyi haqqında teoremlər 
isbat olunmuşdur; 
       - ikinci tərtib kəsilən diferensial operatorun məxsusi və qoşma 
funksiyalar sisteminin CM p ⊕α,   və ,10,1,, ≤<+∞<< αα pM p  
Morri tipli fəzalarda bazisliyi haqqında teoremlər isbat olunmuşdur. 
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