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Общая характеристика работы 
Актуальность темы. Задачи управления для систем с рас-

пределенными параметрами или с уравнениями в частных произ-
водных являются  одной из важных и объемных разделов теории 
управления. Как известно, задачи управления для уравнений с ча-
стными производными второго порядка изучены более подробно в 
сравнении с задачами управления для уравнений четвертого по-
рядка.  

Отметим, что большое число задач о поперечных колеба-
ниях стержней, пластин, задачи, связанные с изгибно-крутильными 
колебаниями стержней (имеющих большое значение в динамике 
самолетных конструкций), задачи о собственных колебаниях ка-
мертона, задачи о колебаниях устойчивости вращающихся валов, 
задачи о вибрации кораблей и т.д приводят к гиперболическим 
уравнениям четвертого порядка. Поэтому исследование задач 
управления, описываемых  такими уравнениями имеют большое 
значение. Надо отметить, что управление в процессах, описывае-
мых гиперболическими уравнениями по сравнению с процессами, 
описываемыми  эллиптическими и параболическими уравнениями 
являются более сложными. Это прежде всего связанно со сложно-
стью теории решения гиперболических уравнений. Поэтому, в за-
дачах управления, связанных с гиперболическими уравнениями 
четвертого порядка исследование существования оптимального 
управления, вывод необходимых условий оптимальности, задачи 
управляемости и т.д значительно усложняется. 

Впервые задача оптимального управления для колеблю-
щихся стержней рассмотрена в работе В.Комкова. Далее различ-
ные задачи теории управления для процессов, описываемых гипер-
болическими уравнениями четвертого порядка изучены в работах   
Ж.Л.Лионса, А.И.Егорова,  Т.К.Сиразетдинова, Г.Ф.Кулиева, А.А. 
Мехтиева  и д.р. В книге В.Комкова  для линейных уравнений  ко-
лебаний стержня с квадратичным функционалом получается ана-
лог принципа максимума Понтрягина. Здесь за критерий качества 
берется полная энергия стержня. В книге Ж.Л.Лионса  изучается 
одна задача оптимального управления для линейного  уравнения 
типа Петровского с распределенным  управлением  и квадратич-
ным функционалом, получается необходимое и достаточное усло-
вие оптимальности в виде вариационного неравенства. Отметим, 

 4 

что частным случаем рассмотренного уравнения является уравне-
ние поперечных колебаний стержня. В книге А.И.Егорова (Основы 
теории управления)  рассматривается задача полного гашения ко-
лебаний стержня за конечное время с помощью граничных управ-
лений в одном простом случае. В книге Т.К.Сиразетдинова  пока-
зывается, что  различные задачи управления колебаниями стержня 
имеют многочисленные приложения, например, в задаче управле-
ния упругими летательными аппаратами и в одном частном случае 
оптимальное управление находится как решение задачи синтеза. В 
работе   Г.Ф.Кулиева и  А.А. Мехтиева    для  уравнения колебаний 
стержня изучена задача оптимального быстродействия, а в работе  
А.А. Мехтиева  исследована задача об оптимальных скользящих 
режимах для уравнения колебаний стержня.      

Предлагаемая диссертация посвящена исследованию зада-
чи управляемости связанной с линейными гиперболическими 
уравнениями четвертого порядка, доказательству теорем сущест-
вования оптимального управления с управлением в правой части 
линейных и слабо нелинейных уравнений поперечных колебаний 
стержня, связанных изгибно- крутильными колебаниями стержня,  
выводу формулы градиента функционала, выводу различных необ-
ходимых условий оптимальности.  

Отметим, что теоремы существования оптимального 
управления, доказанные в диссертации обосновывают содержа-
тельность полученных необходимых условий и дают возможность 
применить эти необходимые условия к решению прикладных за-
дач. 

Как в выше перечисленных работах, так и в предлагаемой 
диссертации, рассматриваемые задачи существенно отличаются 
друг от друга, присущими только им, особенностями. Поэтому 
тема  диссертационной  работы  является  актуальной.  

     Цель работы. Целью работы является  
- исследование задач управляемости; 
- исследовать разрешимость краевой задачи для слабо нели-

нейных уравнений связанными изгибно- крутильными коле-
баниями стержня; 
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- построить решение задач управляемости в виде ряда в случае 
граничного управления для уравнения поперечных колеба-
ний стержня; 

- доказать существование оптимальных управлений с управ-
лениями в правой части линейных или слабо неленейных 
уравнений  для поперечных и связанных изгибно- крутиль-
ных колебаний стержня; 

- вывести различные необходимые условия оптимальности. 
    Общая методика исследований. 

В диссертационной работе использованы методы функцио-
нального анализа, метод проблемы моментов, метод Фурье, метод 
Галеркина, методы математической теории оптимального управле-
ния. 

     Научная новизна.  
-  построено решение задач управляемости в виде ряда в 
случае граничного управления для уравнения поперечных 
колебаний стержня; 
-  построено решение задач управляемости в виде ряда с 
помощью граничных управлений в отрезке произвольной 
длины; 
-  решена задача оптимального быстродействия для уравне-
ния поперечных колебаний стержня с распределенным 
управлением, причем решение задачи найдено в виде ряда; 
-  исследована разрешимость краевой задачи для слабо не-
линейных уравнений связанными изгибно- крутильными 
колебаниями стержня; 
- найдено решение задач оптимального управления для 
уравнения поперечных колебаний стержня с применением 
проблемы моментов;  
- доказано существование оптимального управления для 
слабо нелинейных уравнений связанными изгибно- кру-
тильными колебаниями стержня;  
- выведено необходимое и достаточное условие оптималь-
ности в задаче оптимального управления связанными из-
гибно- крутильными колебаниями стержня в случае линей-
ных уравнений; 
- выведено необходимое условие оптимальности в виде 
принципа максимума Понтрягина в задаче оптимального 
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управления для слабо нелинейных уравнений изгибно- кру-
тильных колебаний стержня. 
Теоретическая и практическая ценность. Полученные в 

работе результаты носят, в основном, теоретический характер. Ис-
пользуемая в работе схема, может быть применена для исследова-
ния задач оптимального управления в системах, описываемых дру-
гими уравнениями четвертого порядка. Кроме этого, практическая 
ценность задач, рассматриваемых в работе состоит из того, что по-
лученные в работе результаты могут быт использованы для при-
ближенных решений задач управления в различных колебательных 
и волновых процессах. 

Апробации работы. Результаты диссертации докладыва-
лись на семинарах кафедры «Дифференциальные и интегральные 
уравнения» (рук., проф. Н.Ш.Искендеров) и  «Математические ме-
тоды теории управления» (рук., проф. М.А.Ягубов) БГУ, в Инсти-
туте прикладной математики БГУ (рук., акад. Ф.А.Алиев), на рес-
публиканской научной  конференции «Актуальные проблемы ма-
тематики и механики» студентов, магистров и молодых исследова-
телей. (Баку 2012), на IV-ой  международной научной конферен-
ции «Problems of cybernetics and informatics» (Баку 2012), на рес-
публиканской научной конференции, посвященной 50-летию ка-
федры «Вычислительная  математика»  (Баку 2012). 

      Публикация. Основные результаты диссертации опубли-
кованы в 10 работах, список которых приведен в конце авторефе-
рата. 

 Структура и объем диссертации. Диссертация изложена 
на 110 страницах, состоит из   введения, трех глав, заключения и 
списка литературы, содержащего 76 наименований. 

 
 

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

           Первая глава работы, состоящая из двух разделов, посвяще-
на задачам управляемости для поперечных колебаний стержня. 
           В разделе 1.1 рассматривается следующая задача: 
           Пусть управляемый процесс в прямоугольнике 
Q= Ttx  0,10  описывается краевой задачей: 
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Здесь предполагается, что данные задачи (1)-(4) удовлетворяют 
условиям: 
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 )(),(),(),( 2200 tttt     является управлением.  
За класс допустимых управлений берется множество  
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Под решением задачи (1)-(4), соответствующим  допустимому 
управлению   Utttt )(),(),(),( 2200   будем понимать функ-

цию  ),( txu  из       ,1,0,1,0;,0 2
2

2 LWTC  
удовлетворяющую первым условиям (2),(3),(4)  в смысле  равенст-
ва соответствующих следов и интегральному тождеству
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              Предположим, что при каждом управлении  
  Utttt )(),(),(),( 2200  решение задачи (1)-(4) существует и 

единственно в классе   )1,0(),1,0(;,0 2
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        Ставится задача: требуется определить момент времени 
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краевой задачи (1)-(4) удовлетворяло  условиям  
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В разделе 1.2 диссертации изучается следующая краевая за-
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Здесь предполагается, что данные задачи (9)-(12) удовлетворяют 
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20 TW  

 ,,01
22 TW   ,,01

22 TW  а также условиям согласования: 
,0)0()0(0   ,0)()0(0  l   ,0)0()0(0    
,0)()0(0  l  ,0)0()0(2   ,0)()0(2  l  причем   

 )(),(),(),( 2200 tttt    является управлением.  
За класс допустимых управлений берется множество  
 

                    TWTWTWTWttttttttU ,0,0,0,0,,),(,,),( 1
2

1
2

2
2

2
222002200  

 
     Рассматривается   задача управления: требуется опреде-

лить момент времени 0T и соответствующие ему управляющие 
функции  и   tk   и   ,tk  ,2,0k    такие, чтобы определяемое  
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ими решение   txu ,  краевой задачи (9)-(12)  удовлетворяло  усло-
виям 

                         
         .0,0,,0, lx

t
TxuTxu 




                    (13) 

в этом разделе доказывается  
          Теорема 2.  В рассматриваемой  задаче управления колеба-

ниями стержня с помощью граничных управляющих функций, на-

чальные возмущения можно погасить за конечное время  ,
2


alT    

полагая      ,0,0 02  tt     ,0
00 tt      ,0

22 tt    где  t0
2   

и   t0
0  определяются формулами   

    
 















1

21
22

2
0
0 1

1n
n

n n
nl

lt 


  

                 
 

  ,1sin12 2

1

2
2 






 




 



 al
t

l
tnk

n
l

k
nkk

k 


  
            (14)

 

      











 




2

1

2
2

22
0
2 1

sin1
1
1

l
l

a
t

l
nn

ll
t

n
n

n 


 

               ,1
1

1cos1
1

2
1

2
1 









 























n

nn

n

nn

nl
l

a
t

l
n

n


     (15)
 

где    
l

n nxdxx
l 0

,sin2


  
  .sin2

0

l

n nxdxx
l


  

 

Вторая глава  диссертации, состоящая из трех разделов, 
посвящена доказательству существования оптимального управле-
ния в задаче оптимального управления для линейного и слабо не-
линейных уравнений связанными изгибно- крутильными колеба-
ниями стержня и применению метода проблемы моментов к реше-
нию задачи оптимального управления для уравнения поперечных 
колебаний стержня. 
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             В разделе 2.1 рассматривается задача оптимального по бы-
стродействию управления процессом, который описывается урав-
нением колебаний стержня 

            txv
x
u

t
u ,4

4

2

2







 ,     ,0;0, TtlxQtx      (16) 

с граничными 

           
,0),(),0(  tlutu ,0),(),0(

2

2

2

2










x
tlu

x
tu

 
,0 Tt 
  

(17)
    

 

и начальными условиями 

                   ),()0,( 0 xuxu   ),()0,(
1 xu

t
xu






 
,0 lx               (18) 

где ),( txu  состояние  процесса, ),( tx  управляющая функция 
из )(2 QL . За класс допустимых управлений берем шар 

,
)(2

R
QL
  0R где заданное число. Предположим, что 

   .,0,,0 21
2

0,20 lLulWu   При этих условиях для каждого фикси-
рованного допустимого управления   задача (16)-(18) имеет един-
ственное обобщенное решение ),( txu  из     lLlWTC ,0,,0;,0 2

2
0,2 .  

         Ставится задача оптимального управления: найти такое до-
пустимое управление ),( tx   из шара ,

)(2
R

QL


 
которое пере-

водит систему  (16), (17) из заданного начального состояния (18) в 
конечное нулевое состояние за наименьшее время T,  т.е  за мини-
мальное  время удовлетворяются условия         

           
 

                            
        ,0, 

Tt
txu

 
  .0,






Ttt
txu

                      (19)   

Доказывается 
         Теорема 3.  Пусть выполняются условия: ),,0(2

0,20 lWu   
).,0(21 lLu  Тогда решение задачи оптимального быстродействия 

в шаре R
QL


)(2
  для смешанной задачи (16)-(18)  представляет-

ся в виде 
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    ,,,,sin,
1

2

1 0

00 


 


i j

l

jji dTtxK
l

itx 


  

где  0
ji   2,1j   определяется  формулами 

 
   ,

2cos12
2cos182sin816

22
21

2
10

1 TTl
TTT

ii

iiiiiiiii
i 







              

  
   ,

2cos12
2cos182sin816

22
1220

2 TTl
TTT

ii

iiiiiiii
i 









 
,....2,1i  

а наименьший положительный корень уравнения     

 


 











 












1

0
2

0
1

20
1 2cos

4
1

4
1122sin

4
1

2
1

2 i
i

i
iii

ii
i TTTl 







  220
2 2sin

4
1

2
RTT

i
i

i 















 




 дает время оптимального быстродействия. 
В разделе 2.2 метод проблемы моментов применяется к 

решению задачи оптимального управления для уравнения попе-
речных колебаний стержня с одним граничным управлением, а 
именно рассматривается краевая задача для уравнения колебаний 
стержня     

   04

4

2

2









x
u

t
u ,     TtlxQtx  0;0, ,        (20) 

 

                        xxu 0, ,    x
t
xu 


 0, ,   lx ,0  ,            (21) 

   ,,0 ttu     ,0, tlu      ,0,,
2

2

2

2










x
tlu

x
tou    ,,0 Tt   (22) 

где  lW ,03
2  ,  lW ,01

2 - заданные функции, причем 
,0)()0(  l ,0)()0(  l  а  t - граничное управление 

из  TW ,02
2  и выполняются условия     .00,00    
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         Ставится следующая задача: найти такое управление  ,t  

определенное на  T,0 , что квадрат  нормы 2  которого был бы 

наименьшим, и в момент T  времени выполнялись условия  

  ,0, Txu     .0,





t
Txu  

Применяя метод Фурье находится решение краевой задачи (20)-
(22).  
Далее, условия отсутствия колебаний стержня в момент времени T 
приводится к нахождению функции   t  из моментных соотно-
шений        

                           

 

 





































T

n

n

T

n

n

nd
l
n

n
ld

l
n

0

2
0

22

....,2,1,sin

,cos

















         (23) 

где   ,n  n  коэффициенты Фурье функции   ,x   x . 
Таким образом, нахождение решения поставленной задачи опти-
мального управления сводится к нахождению такого управления 
 t , которое доставляет минимум функционалу  

2

,02 TL     и  для 

него удовлетворяется система уравнений (23) , т.е. определение 
 t  сводится к проблеме моментов. 

В этом разделе доказана  
            Теорема 4.  При выше приведенных условиях поставленная 
задача оптимального управления имеет решение в виде ряда  

      ,cossin1
1

2
2

20 













m m

m

m

m tm
m

tmt







 ,20  t  

 причем               













1
4

2
2

2

2

2,0

02

2,0

11min
22

m

m
m

m
LL m








 

   и   2,02
2

0 W . 
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В разделе 2.3  второй главы рассматривается задача опти-
мального управления для слабо нелинейных уравнений связанны-
ми изгибно - крутильными  колебаниями стержня, а именно коле-
бания стержня, описываемые системой двух дифференциальных 
уравнений в области   TtlxQ  0,0  

         ),,,,,,,(12

2

2

2

4

4


xx

yytxf
t

Ae
t
yA

x
yEI



















     (24) 

















2

2
2

2

2

2

2

4

4

)(
t

AeI
t
yAe

x
GC

x
EC 




  

                                    ),,,,,,(2 
xx

yytxf






                       (25) 

с начальными условиями      

                          
  ),(0,),()0,( 10 xy

t
xyxyxy 





 

               
     

  ),(0,),()0,( 10 x
t
xxx 


 




 lx 0              (26)       

и граничными условиями    

                    ,0),(,0),0(,0),(,0),0( 









x

tly
x

tytlyty        (27) 

      ,0),(,0),0(,0),(,0),0( 









x

tl
x

ttlt 
 ,0 Tt     (28) 

где  0,0  Tl -заданные числа, ),( txy - поперечное перемеще-
ние стержня, ),( tx - угол поворота поперечного сечения стержня, 
E -модуль Юнга, I - полярный момент инерции поперечного се-
чения относительно его центра тяжести,  - плотность материала 
стержня, A - площадь поперечного сечения, e - расстояние от цен-
тра тяжести до центра кручения, C - секториальный момент 
инерции поперечного сечения, G - модуль сдвига, C  - геометри-
ческая жесткость свободного кручения, EC -жесткость изгибного 
кручения, GC - жесткость  свободного кручения, ),( tx  -
управляющая функция. За класс допустимых управлений  U   бе-
рем множество измеримых и ограниченных на Q  функций  
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),( tx ,таких, что почти при всех  Qtx ),(  значения  этих функ-
ций принадлежат отрезку   , , где  , - заданные числа. 
         Ставится следующая задача: найти такое допустимое управ-
ление  ),( tx   из ,U  которое вместе с соответствующим решени-
ем      txtxy ,,,   задачи (24)-(26)  доставляет минимум функ-
ционалу 

     
.),(,),(,),(),,(),,(,,)( 0 dxdttx

x
tx

x
txytxtxytxfJ

Q
 














 
  

(29) 

Задачу оптимального управления (24)-(29)  назовем просто задачей 
(24)-(29). Пусть выполняются следующие условия:  

        1.        lLlWlLylWy ,0,,0,,0,,0 21

0
2

2021

0
2

20    ; 

        2. Функции   2,1,0,,,,,,, iqpytxf i   непрерывны на 

  ,4 


RQ .Функции   2,1,,,,,,, iqpytxf i   по  qpy ,,,  
удовлетворяют условию Липшица равномерно относительно 

 


Qtx,   и    , ; функция   ,,,,,,0 qpytxf   удовлетво-

ряет условию роста    2222
000 ,,,,,, qpybaqpytxf   , 

где 0, 00  constba ; 

         3.  Для каждой точки    4,,,,, RQqpytx 


    множество           
      ,,,,,,,,,,,,,, 0

3
21  qpytxfRqpytxR 

     
      ,,,,,,,,,,,,,,, 2211  qpytxfqpytxf                                                     

замкнуто  и  выпукло  в 3R  . 
Эти условия назовем  «условие А». Доказывается  
             Теорема 5.  При выполнении первых двух условий  «усло-
вие А» краевая задача  (24)-(28)    для каждого   Utx ,   имеет 
единственное решение. 
Далее доказывается 
              Теорема 6.  Пусть выполняется  «условие А». Тогда в за-
даче (24)-(29)  существует оптимальное управление. 
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  Третая  глава  диссертации, состоящая из двух разделов, 
посвящена выводу необходимых условий оптимальности в задачах 
управления для колебаний стержня. 

В разделе 3.1  рассматривается задача  оптимального 
управления для линейных уравнений с квадратичным функциона-
лом: пусть требуется минимизировать функционал  

      
l

dxxTxxyTxyJ
0

2
0

2
0 )();,();,(

2
1)(   

        
   

Q

dxdttxtx ),(),(
2

2
2

2
1 



  
 0 const   (30)                               

при  ограничениях  

                       
  ),,(12

2

2

2

4

4

tx
t

Ae
t
yA

x
yEI 


 












                (31) 

  
),,()( 22

2
2

2

2

2

2

4

4

tx
t

AeI
t
yAe

x
GC

x
EC 





 
















   
 (32) 

( CGCeAIE ,,,,,,,  - постоянные). 
Пусть стержень защемлен. Тогда при  0x  и    lx   имеем гра-
ничные условия 

                    
      ,0,0,0),(,0),0(

0










 lxx x

y
x
ytlyty          (33) 

                          .0,0,0),(,0),0(
0










 lxx xx

tlt 
        (34) 

Зададим начальные условия 

                                     ),(),()0,( 1
0

0 x
t
yxxy

t

 






                   (35)                                               

                                      ).(),()0,( 1
0

0 xg
t

xgx
t









                  (36) 

За класс допустимых управлений берем заданное выпуклое множе-
ство ).()( 22 QLQLU   
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 В этом разделе вычислен  градиент функционала (30), приводится 
оценка приращения решения задачи (31)-(36) и оценка остаточного 
члена в выражении приращения функционала (30).  
Далее доказывается  
            Теорема 7.  Пусть выполняются  выше  наложенные усло-
вия  на данные задачи (31)-(36) . Тогда для оптимальности управ-
ления   

       Utxtxtx  ,,,, *
2

*
1

*   
 в задаче (30)-(36) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось 
неравенство  

              

Q

txtxtxtxtxtx ,,,,,, 221111   

     ,0,, 22   dxdttxtx   
где     txtx ,,, 21    является решением сопряженной задачи 

,02
2

2

2
1

2

4
1

4













t
Ae

t
A

x
EI 

 

  ,02
1

2

2
2

2
2

2
2

2

4
2

4

















t
Ae

t
AeI

x
GC

x
EC 








   

  
,0,0,0),0(),0( 1

0

1
11 









 lxx xx

tt   

  
,0,0,0),0(),0( 2

0

2
22 









 lxx xx

tt   

  ,0),(1 Tx     ,0),(2 Tx  
 

     
,

;,)(;,()( 00
2

1

IA
TxxAeTxyxyAeI

t Tt 
 





    
   

         
                        

     ,;,)(;,()( 002

I
TxxeTxyxy

t Tt 
 







                     

 при       .,,,, *
2

*
1

* txtxtx    
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           В разделе 3.2 выводится необходимое условие оптимально-
сти типа принципа максимума Понтрягина в следующей задаче 
оптимального управления:   рассмотрим колебания стержня, опи-
сываемые системой двух дифференциальных уравнений в области 

 TtlxQ  0,0  

              





















2

2

2

2

2

2

2

2

t
xexAx

t
yxAx

x
yxIxE

x


  

                                       ,,,,,, 211 ytxf                              (37)   

               





















2

2

2

2

2

2

2

2

t
yxexAxxCxG

xx
xCxE

x





 

                       2122

2
2 ,,,,, 


 ytxf

x
xexAxIx 




   .       (38) 

 Пусть стержень свободно защемлен. Тогда при 0x  и lx    
имеем граничные условия  

                            ,00   lxx yy  ,0
0 lxx x

y
x
y

 






                      (39)  

                            ,00   lxx   .0
0 lxx xx  





 

                     (40)                           

Зададим начальные условия  

           ,00 xy t       ,1
0

x
t
y

t







                           (41) 

                              ,00 xgt       .1
0

xg
t t







                        (42)                        

За класс допустимых управлений U берем множество  вектор -
функций       txtxtx ,,,, 21    измеримых в Q   и для почти 
всех   Qtx ,  принимающих  значения из ,2RV  где V -
произвольное непустое  множество. 
 Пусть требуется минимизировать функционал   
                                       

Q

dxdtytxfJ 210 ,,,,,                  (43)             
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в классе U  при ограничениях (37)-(42),  где      ;,,;, txtxy   
решение      задачи (37)-(42), соответствующее управлению 
      txtxtx ,,,, 21   . 

Предположим, что данные задачи удовлетворяют следующим ус-
ловиям: 
           1.                xCxGxCxexAxxIxE ,,,,,,,


  измеримые, 

ограниченные и положительные функции на отрезке  .,0 l  

            2.  1010 ,,, gg  - заданные функции, причем   
0

2
20 ,,0 lW  

 
0

2
20 ,,0 lWg    .,0, 211 lLg   

            3. Функции  ,,,,,, 21 ytxfi  2,1,0i  непрерывны в  

22 RRQ   и имеют непрерывные производные 




 ii f

y
f , , причем  





 ii f

y
f , , 2,1i  ограничены и 





 ii f

y
f , , 2,1,0i  удовлетворяют 

условию Липшица  по  ,y .  
В этом разделе с помощью импульсной вариации управления по-
лучается оценка приращения решения краевой задачи, выводится 
формула приращения функционала,  приводится оценка остаточно-
го члена в формуле приращения функционала и доказывается  
          Теорема 8.  Пусть данные задачи (37)-(43) удовлетворяют 
выше наложенным условиям 1-3. Тогда для оптимальности управ-
ления     txvtxv ,,, 0

2
0
1  в задаче (37)-(43)   необходимо выполнение 

условия максимума 

 
         


txtxtxtxytxH

V
,,,,,,,,,,,max 212100, 21


  

                           ,,,,,,,,,,,,,, 21
0
2

0
100 txtxtxtxtxtxytxH     Qtx , , 

 где    txtxy ,,, 00   -решение задачи  (37)-(43)   
при    txvtxv ,, 0  , а    txtx ,,, 21   -решение сопряженной 
задачи   
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              





















2
2

2

2
1

2

2
1

2

2

2

t
xexAx

t
xAx

x
xIxE

x








 

            
y

txtxtxtxtxtxytxH





,,,,,,,,,,,,, 21
0
2

0
100 

 

               





















2
2

2

2
2

2

2
2

2

2

2

t
xexAx

x
xCxG

x
xCxE

x w



  

         



 2
1

2
2

t
xexAxIx 

  

            








txtxtxvtxvtxtxytxH ,,,,,,,,,,,,, 21
0
2

0
100  

,0101 
 lxx

  ,01

0

1

lxx xx  




 

 

,0202 
 lxx

  ,02

0

2

lxx xx  




 

 

,01 
Tt

  ,01 



Ttx


  

,02 
Tt

   .02

Ttx 
  
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                             NAZAROVA VERA BORİSOVNA 

 
DÖRD TƏRTİBLİ XÜSUSİ TÖRƏMƏLİ SİSTEMLƏRDƏ 

OPTİMAL İDARƏETMƏNİN BƏZİ MƏSƏLƏLƏRİN TƏDQİQİ 

 

XÜLASƏ 

 

          Dissertasiya işi dörd tərtibli xüsusi törəməli sistemlərdə optimal 
idarəetmənin bəzi məsələlərin tədqiqinə həsr olunub. 

  Dissertasiya işində aşağədakı elmi yeniliklər alınmışdır:  
-  sərhəd idarəedicisi halında çubuğun eninə rəqsləri tənliyi 
üçün idarəolunma məsələsinin həlli sıra şəklində qurulmuşdur;  
-  istənilən uzunluqlu intervalda sərhəd idarəedicilərinin köməyi 
ilə idarəolunma məsələsinin həlli sıra şəklində qurulmuşdur;  
- paylanmış idarəedicili çubuğun eninə rəqsləri tənliyi üçün 
optimal ən tez təsir məsələsi həll edilmiş və onun həlli sıra 
şəklində tapılmışdır;  
-  çubuğun əyilmə-burulma rəqsləri ilə bağlı olan zəif qeyri-
xətti tənliklər üçün sərhəd məsələsinin həll olunması tədqiq 
edilmişdir;  
- çubuğun  eninə rəqsləri tənliyi üçün optimal idarəetmə 
məsələsinin həlli moment probleminin köməyi ilə tapılmışdır; 
-  çubuğun əyilmə-burulma rəqsləri ilə bağlı olan zəif qeyri-
xətti tənliklər  üçün optimal idarəedicinin varlığı isbat 
edilmişdir;  
- xətti tənliklər halında çubuğun əyilmə-burulma rəqsləri ilə 
bağlı olan optimal idarəetmə məsələsində optimallıq üçün zəruri 
və kafi şərtlər tapılmışdır; 
- çubuğun əyilmə-burulma rəqslərinin zəif qeyri-xətti tənliyi 
üçün optimal idarəetmə məsələsində optimallıq üçün 
Potryaqinin maksimum prinsipi çəklində zəruri şərt tapılmışdır. 
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NAZAROVA VERA BORİSOVNA 

 
INVESTIGATION OF SOME OPTIMAL CONTROL 

PROBLEMS IN THE SYSTEMS DESCRIBED BY THE FOURTH 
ORDER PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 

SUMMARY 

 

         The thesis is devoted to the investigation of some optimal control 
problems in the systems described by the fourth order partial 
differential equations.    

  The following main results have been obtained in the thesis. 
-  the solution of the control problem for the equation of the 
cross vibrations of the bar in the form of series is construted in 
the case of boundary control;  
-  the solutiion of the control problem is construted in the form 
of the series for the bar with arbitrary lenth;  
- minimal time problem is solved and its solution is formed in 
the form of series for the cross vibrations of the bar with 
distributed controls;  
- solvablity of the boundary problem is investigated for the 
week non linear equations accosiated with the  bending-
torsional vibrations of the bar;  
- solution of the optimal control problem is found for the 
equations of cross vibrations of the bar by the help of moment 
problems; 
-  existence of the optimal control is proved for the week non 
linear equations accosiated with the  bending-torsional 
vibrations of the bar;  
- necessary and sufficient conditions are found for the optimal 
control problem accosiated with the  bending-torsional 
vibrations of the bar; 
- necessary condition is derived in the form of Pontryagin’s 
maximum principle for the week non linear equation of the 
bending-torsional vibration of the bar.   
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