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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
 

 Актуальность темы. Диссертация посвящена проблемам огра-
ниченности анизотропного максимального оператора PM , анизотроп-
ного дробно-максимального оператора PM  и анизотропного потен-
циала Рисса PI , а также их коммутаторов P

bM , P
bM , , ],[ PIb  , |,| PIb   в 

анизотропных модифицированных пространствах Морри )(~
,,

n
PpM R  и 

в анизотропных обобщенных пространствах Морри PpM ,, , где  

,<0  ,|)(||),(|sup=)(
),(

/1

0>


  
 dyyfrxxfM

rxr

P  

,<<0  ,
)(
)(=)( 

  dy
yx
yfxfI n

P
R  

,<0  ,|)(||)()(||),(|sup=)(
),(

/1

0>
, 
  

 dyyfybxbrxxfM
rxr

P
b

,<<0  ,)(
)(

)()(=)(],[ 
  dyyf

yx
ybxbxfIb n

P



R

.<<0  ,)(
)(

|)()(|=)(|,| 
  dyyf

yx
ybxbxfIb n

P



R  

В диссертации рассматриваются анизотропные расстояния )(x  
(анизотропные метрики )(=),( yxyxd  ), с их помощью определены 
и исследованы анизотропные максимальные функции fM P , анизо-
тропные дробно-максимальные функции fM P

  и анизотропный потен-
циал Рисса fI P

  в анизотропных модифицированных пространствах 
Морри )(~

,,
n

PpM R  и в анизотропных обобщенных пространствах Морри 

PpM ,, . Исследованы коммутатор анизотропной максимальной функции 

fM P
b , коммутатор анизотропной дробно-максимальной функции fM P

b ,  
и коммутаторы анизотропного потенциала Рисса fIb P ],[  , fIb P |,|   в 
анизотропных обобщенных пространствах Морри PpM ,, .  

Применение метода теории потенциала к решению много-
численных краевых задач, встречающихся в теории диффе-
ренциальных уравнений в частных производных, в задачах теории 
аналитических функций, а также в задачах механики имеет богатую 
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историю и успешную практику. Различные свойства потенциалов 
Рисса были исследованы в работах М. Рисса, Г.Х. Харди, Дж.Е. 
Литтлвуда, С.Л. Соболева, И. Стейна, Г. Вейса, О.В.Бесова, П.И. 
Лизоркина, С.Г. Самко, В.М. Кокилашвили, А.Д. Гаджиева, Б. Рубина, 
С.К. Абдуллаева, В.С. Гулиева, Р.М. Рзаева и др. Изложение ряда 
свойств потенциалов Рисса содержатся в монографиях И. Стейна1, С.Г. 
Самко 2, Б. Рубина, 3  и   В.С. Гулиева 4. 

Наряду с пространствами Лебега, разнообразные применения в 
математике находит и ряд других пространств, с которыми мы 
встретимся в этой диссертации. Многие из них состоят из функций, 
обладающих определенными свойствами гладкости: имеют произ-
водные, удовлетворяющие условиям типа условий Гëльдера и т.п. В 
диссертации мы остановимся на одном типе пространств, в опре-
делении которого не требуется какая - либо гладкость. Конечно, это не 
означает, что функции из этих пространств не являются, в каком - то 
смысле, гладкими. Классические пространства Морри )(,

n
pM R  были 

введены Ч. Морри5 для изучения локального поведения решений 
эллиптических уравнений с частными производными второго порядка. 
Пространства Морри находят большое применение в теории диффе-
ренциальных уравнений с частными производными как в линейной, 
так и нелинейной теории. Для рассмотрения свойств и приложений 
классических пространств Морри мы отмечаем работу J. Peetre6. 

В диссертации, рассматриваются задачи об ограниченности 
анизотропного максимального оператора PM , анизотропного дробно-
максимального оператора PM , анизотропного потенциала Рисса PI , а 
также коммутатора анизотропного максимального оператора P

bM  и 
коммутаторов анизотропного потенциала Рисса ],[ PIb  , |,| PIb   в 
анизотропных обобщенных пространствах Морри PpM ,, . Получена 
оценка для pL -нормы анизотропной максимальной функции и дробно-

                                                        
1 Stein E. Сингулярные интегралы и дифференциальные свойства функций. М.: Мир, 1973, 342 с. 
2 Самко С.Г. Гиперсингулярные интегралы и их приложения. Изд. Ростовского ун-та, 1984, 208 с. 
3 Rubin B., Fractional integrals and potentials. Addison Wesley and Longman Limited, Essex, 1996. 
4 Гулиев В.С., Функциональные пространства, интегральные операторы и двухвесовые оценки на 
однородных группах. Некоторые приложения. Баку: Чашыоглы, 1999, 332 с. 
5  C. B. Morrey, On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential equations. Trans. A.M.S. 43 
(1938), p. 126-166. 
6  J. Peetre, On the theory of 

,pL  spaces. Journal Funct. Analysis 4 (1969), 71-87. 
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максимальной функции по эллипсоиду, с помощью которой эта задача 
сводится к задаче об ограниченности супремального оператора в 
весовых pL -пространствах на полуоси на конусе неотрицательных 
невозрастающих функций. А также, получена оценка для pL -нормы 
анизотропного потенциала Рисса по эллипсоиду, с помощью которой 
эта задача сводится к задаче об ограниченности оператора Харди в 
весовых pL -пространствах на полуоси на конусе неотрицательных 
невозрастающих функций. Это позволяет получить необходимые и 
достаточные условия ограниченности анизотропного дробно-
максимального оператора, анизотропного потенциала Рисса и их 
коммутаторов в анизотропных модифицированных пространствах 
Морри )(~

,,
n

Pp RM   и в анизотропных обобщенных пространствах 
Морри PpM ,,  для всех допустимых значений параметров.  

 Цель работы. Цель диссертации состоит в изучении ограничен-
ности анизотропного максимального оператора PM , анизотропного 
дробно-максимального оператора PM  и анизотропного потенциала 
Рисса PI , а также их коммутаторов P

bM , P
bM , , ],[ PIb   в анизотропных 

модифицированных пространствах Морри )(~
,,

n
PpM R  и в анизотроп-

ных обобщенных пространствах Морри PpM ,, . 
 Общая методика исследований. В работе использованы 

методы теории интегральных операторов, гармонического анализа, 
теории функциональных пространств, максимальных функций и 
функционального анализа. 

 Научная новизна. В диссертации получены следующие новые 
результаты:  

  получены необходимые и достаточные условия ограничен-
ности анизотропного дробно-максимального оператора в анизотроп-
ных модифицированных пространствах Морри;  

  получены необходимые и достаточные условия ограничен-
ности анизотропного дробно-максимального оператора и его 
коммутатора в анизотропных обобщенных пространствах Морри;  

  получены необходимые и достаточные условия ограничен-
ности анизотропного потенциала Рисса в анизотропных модифици-
рованных пространствах Морри;  
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  получены необходимые и достаточные условия ограничен-
ности анизотропного потенциала Рисса и его коммутатора в 
анизотропных обобщенных пространствах Морри;  

 Теоретическая и практическая ценность. Работа носит 
теоретический характер. Результаты, полученные в диссертации, 
могут найти приложение в теории дифференциальных уравнений в 
частных производных, а также в некоторых задачах математической 
физики и механики. Результаты диссертации являются новыми в 
теории потенциалов. 

 Апробация работы. Результаты работы докладывались на 
семинарах отдела "Математический анализ" ИММ НАН Азербайджана 
(рук. чл.-корр. НАН Азербайджана, проф. В.С. Гулиев), на семинарах 
отдела "Негармонический анализ" (рук. чл.-корр. НАН Азербайджана, 
проф. Б.Т. Билалов), на семинарах отдела "Функциональный анализ" 
(рук. д.ф.-м.н., проф. Г.И. Асланов), на семинарах отдела "Теория 
функций" (рук. д.ф.-м.н. В.Э. Исмаилов), на семинарах отдела 
"Дифференциальные уравнения" (рук. д.ф.-м.н., проф. А.Б. Алиев), на 
семинарах кафедры "Математический анализ" БГУ (рук. д.ф.-м.н., 
проф. С.С. Мирзоев), на семинарах кафедры "Математический анализ" 
АГПУ (рук. д.ф.-м.н., проф. В.М. Курбанов), а также на Республи-
канской конференции по математике и механике, посвященной 100-
летнему юбилею ак. И.И. Ибрагимова (2012), на Международной 
конференции по математике "On Actual Problems On Mathematics And 
Informatics", посвященной 90-летнему юбилею Гейдара Алиева (2013). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 9 работ, 
список которых приводится в конце автореферата. 

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа сос-
тоит из введения, двух глав и списка литературы. Диссертация изложена 
на 118 страницах. Список литературы включает 137 наименований. 

 
СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

 
Во введении обоснована актуальность работы, приведен обзор 

ранее полученных результатов по теме диссертации, дан их краткий 
анализ и сформулированы основные результаты диссертации. 

Пусть P  действительная матрица размерности nn , все 
собственные значения, которой имеют положительную вещественную 
часть. Пусть 0)>(  = ttA P

t , и положим trP= . Тогда существует 
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квази-расстояние  , согласованное с P  так, что  
  0,>  ),(=)(  )( txtxAa t  для каждого ;nx R  

0)(=)(  0,=(0)  )( xxb   
и ));()(()(    zyzxkyx    

,)(=  )( 1   dwddxc   где xAwx 1=),(= 
  

и )(wd есть C мера на эллипсоиде 1}.=)(:{ ww   
В дальнейшем, анизотропный шар (эллипсоид) с центром в точке x  и 
радиуса t  будем обозначать через }<)(:{=),( tyxytx n  R .  
Определение 1. Пусть  <1 p ,  0  и }{1,min=][ 1 tt . 
Обозначим через )(,,

n
PpM R  анизотропное пространство Морри, а 

через )(~
,,

n
PpM R  модифицированное анизотропное пространство 

Морри, множество локально интегрируемых функций )(xf , ,nx R  с 
конечной нормой  

,|)(|sup=
1/

),(
0>,,,

p
p

tx
tnxPpM

dyyftf 




 







 R

 

,|)(|][sup=
1/

),(1
0>,,,

~
p

p
tx

tnxPpM dyyftf 




 







 R

 

соответственно.  
 Определение 2. Пусть  <1 p ,  0 . Обозначим через 

)(,,
n

PpWM R  слабое анизотропное пространство Морри, а через 

)(~
,,

n
PpMW R  слабое модифицированное анизотропное пространство 

Морри, множество локально интегрируемых функций )(xf , nx R  с 
конечной нормой  

  ,}|>)(|:),({supsup= 1/

0>,0>,,

p

tnxrPpWM ryftxytrf 





 R

 

  p

tnxrPpMW ryftxytrf 1/
1

0>,0>,,
~ }|>)(|:),({][supsup= 





 R

, 

соответственно.  
Говорят, что локально-интегрируемая функция b из )( n

PBMO R , 
если  
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,<|)(|
|),(|

1sup= ),(),(
0>,


 


 dybyb

rx
b rxrx

rnxPBMO
R

 

где  

.)(
|),(|

1=
),(),( dyyb

rx
b

rxrx  
 

Определение 3. Пусть  <1 p . Обозначим через PpM ,,  
анизотропное обобщенное пространство Морри, пространство всех 
функций )( nloc

pLf R  с конечной нормой  

      rxL

p

rRx
M pnPp

frxrxf ,

/11

0,
,,sup

,, 




 


. 

В 1.1.2 были получены следующие результаты.  
Лемма 1.  Пусть  <1 p ,   120 . Тогда  

   )(~)( ,2,,1,
n

Pp
n

Pp MM RR   и      . 
,1,

~
,2,

~
PpMPpM ff


  

Лемма 2.  Пусть  <1 p ,  0 . Тогда 

   )()(=)(~
,,,,

n
p

n
Pp

n
Pp LMM RRR  и .,max= 

,,,,
~









pLPpMPpM fff


 

Лемма 3. Пусть  <<0  и  0 . Тогда для    //  p   
   )()(~

,1,,,
n

P
n

Pp MM RR   и   .
,,

~
'/

,1, PpM
p

n
PM fvf









 

 В 1.1.3 были получены следующие результаты. 
Теорема 1.  Пусть  <<0 ,   <0  и    /1  p . 

1) Если  /)(<<1 p , то неравенство 
   //1/1/ qp  является необходимым и достаточным 

условием для ограниченности оператора PM  из )(~
,,

n
PpM R  в 

)(~
,,

n
PqM R . 
2) Если  /)(<1= p , то неравенство    //11/ q  

является необходимым и достаточным условием для ограниченности 
оператора PM  из )(~

,1,
n

PM R  в )(~
,,

n
PqMW R . 

3) Если    //  p , тогда оператор PM  ограничен из 
)(~

,,
n

PpM R  в )( nL R .  
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Лемма 4.  Пусть  <1 p , p/<0  ,   //1/1  pq . Тогда 
для 1>p  и любого эллипсоида ),(= rx  в nR , неравенство  

)),((
/

2>

/
)),((

sup txpL
q

rt

q
rxqL

P ftrfM





 

                        (1) 

выполняется для всех )(l noc
p RLf  . 

Более того, для 1=p , неравенство  

 )),((1

/

2>

/
)),((

sup txL
q

rt

q
rxqWL

P ftrfM





 

                      (2) 

выполняется для всех )(l
1

nocLf R .  
Функция )(0,)(0,:   называется почти возрастающей 

(соответственно почти убывающей), если существует такая пос-
тоянная 0>C , что )()( sCr   (соотв. )()( sCr   ) для .sr   

Обозначим через ,pG  множество всех убывающих функций 

)(0,)(0,:   таких, что pttt


 )()(0,   является почти возрас-
тающей. 

Теорема 2 является одной из основных результатов первой 
главы, в которой получены необходимые и достаточные условия для 
ограниченности анизотропного дробно-максимального оператора PM  
из обобщенного пространства Морри )(,1,

n
PpM R  в обобщенное 

пространство Морри )(,2,
n

PqM R .  
Теорема 2.  Пусть  <0   и )[1,, qp . 

 1.  Если  /<<1 p  и  //1/1  pq , то условие  
 ),,(),(sup 2

/
1

<<

/

<<
txCssxinfessr p

sr

q

rt
  






                      (3) 

для всех nRx , 0>t , где 0>C  не зависит от tx, , является 
достаточным для ограниченности оператора PM  из )(,1,

n
PpM R  в 

)(,2,
n

PqM R . 
 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие  

 ),()( 21 tCtt                                           (4) 
для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , является необходимым для 
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ограниченности оператора PM  из )(,1,
n

PpM R  в )(,2,
n

PqM R . 
 3.  Пусть  /<<1 p  и  //1=/1 pq . Если функция 

 ,1 pG  удовлетворяет условию  

 ),()(sup 11
<<

tCtrr
rt

  


                                        (5) 

для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , то условие (10) является 
необходимым и достаточным для ограниченности оператора PM  из 

)(,1,
n

PpM R  в )(,2,
n

PqM R .  
  Аналогично, имеет место слабый вариант теоремы типа Спанне, 
в которой получены необходимые и достаточные условия для 
ограниченности анизотропного дробно-максимального оператора PM  
из обобщенного пространства Морри )(,1,

n
PpM R  в обобщенное 

слабое пространство Морри )(,2,
n

PqWM R .  
Теорема 3.  Пусть  <0   и )[1,, qp . 

 1.  Если  /<1 p  и  //1=/1 pq , то условие (3) 
является достаточным для ограниченности оператора PM  из 

)(,1,
n

PpM R  в )(,2,
n

PqWM R . 
 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие (11) является необходи-

мым для ограниченности оператора PM  из )(,1,
n

PpM R  в )(,2,
n

PqWM R . 
 3.  Пусть  /<1 p  и  //1=/1 pq . Если функция 

 ,1 pG  удовлетворяет условию (5), то условие (11) является 

необходимым и достаточным для ограниченности оператора PM  из 
)(,1,

n
PpM R  в )(,2,

n
PqWM R .  

  Следующий теорема, является результатом типа Адамса для 
дробно-максимального оператора. 
Теорема 4.   Пусть  <<1 qp , p/<<0   и ),( tx  
удовлетворяет условям  

 ),,(),(sup
<<<<

rxCssxinfesst
sttr

  





                     (6) 

 и  
 ,),(sup //1

<<

pqpp

tr
Crtxt 


   
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где C  не зависит от nRx  и 0>r . 
Тогда оператор PM  ограниченно действует из 

Ppp
M

,/1,
 в 

Pqq
M

,/1,
 для 1>p , и из PM ,1,  в 

Pqq
WM

,/1,
.  

В случае   pttx /=),(   ,  <<0  из Теоремы 4 мы получим  
результат типа Адамса для дробно-максимального оператора. 
Следствие 1. Пусть  <<0 ,  /<1 p , p <<0  и 

   /=/1/1 qp . Тогда для 1>p  оператор PM  ограниченно 
действует из PpM ,,  в PqM ,, , а для 1=p  из PM ,1,  в PqWM ,, .  

В теореме 5 получены результаты типа Адамса, т.е. необхо-
димые и достаточные условия для ограниченности анизотропного 
дробно-максимального оператора PM  из обобщенного пространства 
Морри )(,,

n
PpM R  в обобщенное пространство Морри )(

,/,
n

Pqpq
RM


.  

Теорема 5. Пусть  <0   и  <<1 qp . 
 1.  Если функция )(t  удовлетворяет условию (6), то условие  

 ,),(),(sup),( /

<<

qp

rt
txCrxrtxt   


                   (7) 

для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , является достаточным для 
ограниченности оператора M  из )(,,

n
PpM R  в )(

,/,

n

Pqpq
M R


. 

 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие  

 ,)()( / qptCtt                                      (8) 
для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , является необходимым для 
ограниченности оператора M  из )(,,

n
PpM R  в )(

,/,

n

Pqpq
M R


. 

 3.  Если функция  ,pG  удовлетворяет условию  

 ),()(sup
<<

tCtrr
rt

  


                                        (9) 

для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , то условие (8) является 
необходимым и достаточным для ограниченности оператора M  из 

)(,,
n

PpM R  в )(
,/,

n

Pqpq
M R


.  

Имеет место следующий, слабый вариант теоремы 5, теорема 
типа Адамса, в которой получены необходимые и достаточные 
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условия для ограниченности анизотропного дробно-максимального 
оператора PM  из обобщенного пространства Морри )(,,

n
PpM R  в 

обобщенное слабое пространство Морри )(
,/,

n

Pqpq
WM R


.  

Теорема 6. Пусть  <<0  и  <1 qp . 
 1.  Если функция )(t  удовлетворяет условию (6), то условие 

(7) является достаточным для ограниченности оператора PM  из 
)(,,

n
PpM R  в )(

,/,

n

Pqpq
WM R


. 

 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие (8) является необходи-

мым для ограниченности оператора PM  из )(,,
n

PpM R  в )(
,/,

n

Pqpq
WM R


. 

 3.  Если функция  ,pG  удовлетворяет условию (8), то усло-
вие (9) является необходимым и достаточным для ограниченности 
оператора PM  из )(,,

n
PpM R  в )(

,/,

n

Pqpq
WM R


.  

 Следствие 2.  Пусть  <0  ,  <<1 qp  и p 0 . Тогда 
для ограниченности оператора M  из )(,,

n
PpM R  в )(,,

n
PqWM R  

необходимо и достаточно, чтобы    /=/1/1 qp .  
 В Главе 1.1.5 были получены следующие результаты.  

Лемма 5.  Пусть <<1 p , p/<0  ,  //1=/1 pq  и 
)( n

PBMOb R . Тогда для любого эллипсоида ),(= rx  неравенство  

)),((
/

2>

/

)),((, )ln(1sup txpL
q

rt

q

PBMOrxqL
P
b ft

r
trffM





 

   

выполняется для всех )( noc
pLf Rl .  

Следующая теорема является одним из основных результатов 
диссертации, в которой получены результаты типа Спанне, т.е. 
необходимые и достаточные условия для ограниченности коммутатора 
анизотропного дробно-максимального оператора P

bM ,  из обобщен-
ного пространства Морри )(,1,

n
PpM R  в обобщенное пространство 

Морри )(,2,
n

PqM R .  

Теорема 7.  Пусть )( n
PBMOb R ,  <0   и )[1,, qp . 

 1.  Если  /<<1 p  и  //1=/1 pq , то условие  



19 

),,(),(e)ln(1sup 2
/

1
<<

/

<<
rxCssxinfsst

r
t p

st

p

tr
  






          (10) 

где C  не зависит от x  и r , является достаточным для ограниченности 
оператора P

bM ,  из )(,1,
n

PpM R  в )(,2,
n

PqM R . 

 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие  

 ),()( 21 tCtt                                             (11) 
для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , является необходимым для 
ограниченности оператора P

bM ,  из )(,1,
n

PpM R  в )(,2,
n

PqM R . 

 3.  Пусть  /<<1 p  и  //1=/1 pq . Если функция 

 ,1 pG  удовлетворяет условию  

 ),()()ln(1sup 11
<<

tCtrr
r
t

rt
  


                 (12) 

для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , то условие (11) является 
необходимым и достаточным для ограниченности оператора P

bM ,  из 
)(,1,

n
PpM R  в )(,2,

n
PqM R .  

Теорема 8.   Пусть <<<1 qp , p/<<0  , )( n
PBMOb R  и 

пусть ),( tx  удовлетворяет условям  

 ),(),()ln(1sup
<<

rxCtx
r
t

tr
 


                                (13) 

 и  

,),()ln(1sup
1

<<

pq
p

p

tr
Crtx

r
tt 







   

 где C  не зависит от nRx  и 0>r . Тогда оператор P
bM ,  

ограниченно действует из 
Ppp

M
,/1,

 в 
Pqq

M
,/1,

.  

В Теореме 9 получен один из основных результатов 
диссертации, в которой получены результаты типа Адамса, т.е. 
необходимые и достаточные условия для ограниченности коммутатора 
анизотропного дробно-максимального оператора PM  из обобщенного 
пространства Морри )(,,

n
PpM R  в обобщенное пространство Морри 

)(
,,

n

Pq
p

q

M R


.  
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Теорема 9.  Пусть n<0  ,  <<1 qp  и )( n
PBMOb R . 

 1.  Если функция )(t  удовлетворяет условию (12), то условие  

,),(),()ln(1sup),( /

<<

qp

rt
txCrxr

r
ttxt   


 

 для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , является достаточным для 
ограниченности оператора P

bM ,  из )(,,
n

PpM R  в )(
,/,

n

Pqpq
M R


. 

 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие (8) является необхо-

димым для ограниченности оператора P
bM ,  из )(,,

n
PpM R  в )(

,/,

n

Pqpq
M R


. 

 3.  Если функция  ,pG  удовлетворяет условию  

),()()ln(1sup
<<

tCtrr
r
t

rt
  


 

для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , то условие (8) является 
необходимым и достаточным для ограниченности оператора P

bM ,  из 

)(,,
n

PpM R  в )(
,/,

n

Pqpq
M R


.  

В случае   pttx /=),(   ,  <<0  из Теоремы 9 мы получим 
результат типа Адамса для дробно-максимального оператора. 
Следствие 3.  Пусть )( n

PBMOb R ,  <0  , <<<1 qp  и 
p 0 . Тогда для ограниченности оператора P

bM ,  из )(,,
n

PpM R  

в )(,,
n

PqM R  необходимо и достаточно, чтобы    /=/1/1 qp .  
Следующая теорема является одним из основных результатов 

первого параграфа Главы II, в котором получены необходимые и 
достаточные условия для ограниченности анизотропного потенциала 
Рисса PI  из пространства )(~

,,
n

PpM R  в )(~
,,

n
PqM R , <<<1 qp  и из 

пространства )(~
,1,

n
PM R  в слабое пространство )(~

,,
n

PqMW R , <<1 q . 
Теорема 10.  Пусть  <<0 ,   <0  и    /<1  p . 

1) Если    /<<1 p , тогда условие 
   //1/1/ qp  необходимо и достаточно для 

ограниченности оператора PI  из )(~
,,

n
PpM R  в )(~

,,
n

PqM R . 

2) Если    /<1= p , тогда условие    //11/ q  
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необходимо и достаточно для ограниченности оператора PI  из 
)(~

,1,
n

PM R  в )(~
,,

n
PqMW R .  

3)  Если    //  p , тогда оператор PI ,
~
  

ограниченно действует из )(~
,,

n
PpM R  в )( n

PBMO R .  
  В 2.2.2 были получены следующие результаты.  
Лемма 6.  Пусть  <1 p , p/<<0  ,  //1=/1 pq . Тогда 
для 1>p  и любого эллипсоида ),(= rx  неравенство  








rc

q
txpL

q
rcxpLrxqL

P dttfrffI
02

/1
)),((

/
))0,2(()),((


  

 выполняется для всех )( noc
pLf Rl . Более того, для 1=p  неравенство  








rc

q
xL

q
rcxLrxqWL

P dttfrffI
02

/1
)),((1

/
))0,2((1)),((





  

 выполняется для всех )(l
1

noc RLf  .  
Теорема 11.  Пусть  <1 p , p/<<0  ,  //1=/1 pq , и 

),( 21   удовлетворяет условию  

 ),,(
),(e

21/

/
1

<< rxCdt
t

xinfss
q

p

t
r








 


                   (14) 

 где C  не зависит от x  и r . Тогда для 1>p , PI  ограниченно 
действует из PpM ,1,  в ,,2, PqM   а для 1=p , из PM ,11,  в PqWM ,2, .  

В Теореме 13 получены результаты типа Спанне, т.е. необ-
ходимые и достаточные условия для ограниченности анизотропного 
потенциала Рисса PI  из обобщенного пространства Морри 

)(,1,
n

PpM R  в обобщенное пространство Морри )(,2,
n

PqM R .  
Теорема 12.  Пусть  <<0  и )[1,, qp . 

 1.  Если  /<<1 p  и  //1=/1 pq , то условие (14) 
является достаточным для ограниченности оператора PI  из 

)(,1,
n

PpM R  в )(,2,
n

PqM R . 
 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие  

22 

 ),()( 21 tCtt                                               (15) 
 для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , является необходимым для 
ограниченности оператора PI  из )(,1,

n
PpM R  в )(,2,

n
PqM R . 

 3.  Пусть  /<<1 p  и  //1=/1 pq . Если функция 

 ,1 pG  удовлетворяет условию  

),()( 11
1 tCtdrrr

t
  

  
для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , то условие (15) является 
необходимым и достаточным для ограниченности оператора PI  из 

)(,1,
n

PpM R  в )(,2,
n

PqM R .  
Теорема 13.  Пусть  <<1 qp , p/<<0   и пусть ),( tx  
удовлетворяет условию (6) и  

,),(
1

1 pq
p

p

r
Crdttxt 







   

 где C  не зависит от nx R  и 0>r . Тогда оператор PI  ограниченно 
действует из 

Ppp
M

,/1,
 в 

Pqq
M

,/1,
 для 1>p  и из PM ,1,  в 

Pqq
WM

,/1,
.  

 В случае pttx





=),( ,  <<0  из Теоремы 14 мы получим 
следующий результат типа Адамса для анизотропного потенциала 
Рисса. 
Следствие 4.  Пусть  <<0 ,  /<1 p , p <<0  и 

   /=/1/1 qp . Тогда для 1>p , оператор PI  ограниченно 
действует из PpM ,,  в PqM ,, , а для 1=p  из PM ,1,  в PqWM ,, .  

 В Главе 2.2.3 были получены следующие результаты.  
Лемма 7.  Пусть <<1 p , p/<<0  ,  //1=/1 pq  и PBMOb . 
Тогда для любого эллипсоида ),(= rx  неравенство  

dttf
r
trbfIb q

txpLr
q

rxqL
P /1

)),((2
/

)),((
)ln(1],[ 












   

выполняется для всех )( noc
pLf Rl .  

Теорема 14.  Пусть <<1 p , p/<<0  ,  //1=/1 pq , и 
),( 21   удовлетворят условию  
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),,(
),(e

)ln(1 21/

/
1

<< rxCdt
t

xinfss

r
t

q

p

t
r








  
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              (16) 

где C  не зависит от x  и r . Тогда ],[ PIb   ограниченно действует из 

PpM ,1,  в PqM ,2, .  
В теореме 16 получены результаты типа Спанне, т.е. 

необходимые и достаточные условия для ограниченности коммутатора 
анизотропного потенциала Рисса ],[ PIb   из обобщенного пространства 
Морри )(,1,

n
PpM R  в обобщенное пространство Морри )(,2,

n
PqM R .  

Теорема 15.  Пусть  <<0  и )[1,, qp . 
 1.  Если  /<<1 p  и  //1=/1 pq , то условие (16) 

является достаточным для ограниченности оператора |,| PIb   из 
)(,1,

n
PpM R  в )(,2,

n
PqM R . 

 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие  

                                  ),()( 21 tCtt                                              (17) 
для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , является необходимым для 
ограниченности оператора |,| PIb   из )(,1,

n
PpM R  в )(,2,

n
PqM R . 

 3.  Пусть  /<<1 p  и  //1=/1 pq . Если функция 

 ,1 pG  удовлетворяет условию  

),()()ln(1 11
1 tCtdrrr

r
t

t
   

  

для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , то условие (17) является 
необходимым и достаточным для ограниченности оператора |,| PIb   
из )(,1,

n
PpM R  в )(,2,

n
PqM R .  

Теорема 16. Пусть <<<1 qp , p/<<0  , PBMOb  и пусть 
),( tx  удовлетворяет условию (10) и  

,),()ln(1
1

1 pq
p

p

r
Crdttxt

r
t 







   

где C  не зависит от nx R  и 0>r . Тогда оператор ],[ PIb   
ограниченно действует из 

Ppp
M

,/1,
 в 

Pqq
M

,/1,
.  
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В случае   pttx /=),(   ,  <<0  из Теоремы 17 мы получим 
ниже указанный результат типа Адамса для коммутатора анизо-
тропного потенциала Рисса. 
Следствие 5. Пусть  <<0 ,  /<<1 p , p <<0 , 

   /=/1/1 qp  и PBMOb . Тогда оператор ],[ PIb   ограничен-
но действует из PpM ,,  в PqM ,, .  

Следующая теорема является одним из основных результатов 
диссертации, в котором получены результаты типа Адамса, т.е. 
необходимые и достаточные условия для ограниченности коммутатора 
анизотропного потенциала Рисса |,| PIb   из обобщенного пространства 
Морри )(,,

n
PpM R  в обобщенное пространство Морри )(

,/,

n

Pqpq
M R


.  

Теорема 17. Пусть  <0  ,  <<1 qp  и )( n
PBMOb R . 

 1.  Если функция )(t  удовлетворяет условию (13), то условие  

,),(),()ln(1),( /1 qp
t

txCdrrxr
r
ttxt    

  

для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , является достаточным 
для ограниченности оператора |,| PIb   из )(,,

n
PpM R  в )(

,/,

n

Pqpq
M R


. 

 2.  Если функция 1  из ,pG , то условие (15) является необходимым 

для ограниченности оператора |,| PIb   из )(,,
n

PpM R  в )R(
,/,

n

Pqpq
M


. 

 3.  Если функция  ,pG  удовлетворяет условию  

),()()ln(1 1 tCtdrrr
r
t

t
   

  

для всех 0>t , где 0>C  не зависит от t , то условие (15) является 
необходимым и достаточным для ограниченности оператора |,| PIb   

из )(,,
n

PpM R  в )(
,/,

n
Pqpq

M R


.  
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      KAMALƏ RAZİM qızı RƏHİMOVA 

 
Bir sinif anizotrop subxətti operatorların  

Morri tipli fəzalarda məhdudluğu 
 

XÜLASƏ 
 

Dissertasiya işi anizotrop maksimal operatorun, anizotrop kəsr-
maksimal operatorun, anizotrop Riss potensialının və onların komutator 
operatorlarının anizotrop modifə olunmuş Morri və anizotrop ümumiləşmiş 
Morri fəzalarında məhdudluğuna həsr olunub. 

Dissertasiyanın əsas nəticələri aşağıdakılardır: 
1.  Anizotrop kəsr-maksimal operatorun anizotrop modifə olunmuş 

Morri fəzalarda məhdudluğu üçün zəruri və kafi şərtlər alınmışdır. 
2.  Anizotrop kəsr-maksimal operatorun və onun komutatorunun 

anizotrop ümumiləşmiş Morri fəzalarda məhdudluğu üçün zəruri və kafi 
şərtlər alınmışdır. 

3.  Anizotrop Riss potensialının anizotrop modifə olunmuş Morri 
fəzalarda məhdudluğu üçün zəruri və kafi şərtlər alınmışdır. 

4.  Anizotrop Riss potensialının və onun komutatorunun anizotrop 
ümumiləşmiş Morri fəzalarda məhdudluğu üçün zəruri və kafi şərtlər 
alınmışdır. 
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KAMALA RAZIM kizi RAHIMOVA 

 
  Investigations of the boundedness of some class anisotropic 

operators in the Morrey type spaces  
 

SUMMARY 
 

The dissertation dedicated to the study of problems boundedness 
anisotropic maximal, anisotropic fractional maximal operators, anisotropic 
Riesz potential and its commutators on anisotropic modified Morrey and 
anisotropic generalized Morrey spaces. The principal results of dissertation 
are as follows: 

1.  Necessary and sufficient conditions of boundedness of anisotropic 
fractional maximal operator on anisotropic modified Morrey spaces were 
obtained. 

2.  Necessary and sufficient conditions of boundedness of anisotropic 
fractional maximal operator and its commutators on anisotropic generalized 
Morrey spaces were obtained. 

3.  Necessary and sufficient conditions of boundedness of anisotropic 
Riesz potential on anisotropic modified Morrey spaces were obtained. 

4.  Necessary and sufficient conditions of boundedness of anisotropic 
Riesz potential and its commutators on anisotropic generalized Morrey 
spaces were obtained.  

 


